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Apaksaktivitates pétnieku grupas sastavs

Grupas vaditajs vadosa pétnieka p.i. Andrejs Reinfelds. Pétijuma izpildes gaita taja
dalibu ka atbilstoSa amata pienakuma izpilditaji néma vadoSais pétnieks Janis Cepitis,
vadoSais pétnieks Uldis Strautin§, pétniece Maruta .Avotina, pétniece Sandra .Blomkalna,
laborants Juris Cernonoks.

Uldis Strautin§ pétjuma iesaistijas 2010.gada oktobri, atgriezoties Latvija no
Kaizerslauternas (Vacija) Fraunhofera sisttmas Tehnomatematikas un saimnieciskas
matematikas institita ka doktora kvalifikaciju ieguvis zinatnieks un pamata pieversas
suspensiju Skiedru reologijai. Sakuma posma $aja projekta apakSaktivitaté ka laborants
stradaja Juris Cernenoks. Vins veica skaitliskos aprékinus, piedalijas seminaros un tajos
dzirdéta rezultata uzrakstija un aizstavéja bakalaura darbu. Diemzgl, iestajoties magistratiira,
vina zinatniskas intereses mainijas un vin$ pargaja uz apaksaktivitates 4.7. petnieku grupu,
apmainoties ar Marutu Avotinu, kuras darbiba pilna meéra atbilda apaksaktivitates 4.5.
problematikai. Sandas Blomkalnas darbiba projekta pamata saistita ar apaksaktivitati 4.4.1,
bet 2011.gada rudeni vina iestajas doktoranttira Jana Cepisa vadiba.

ApakSaktivitates vadoSajiem izpilditajiem ir starptautiski labi pazistamas iestrades
diferencialvienadojumu kvalitativas teorijas dazados aspektos, ka ar1 diferencialvienadojumu
lietojumos praktiskas jomas.

Projekta apaksaktivitates mérki un uzdevumi

Ka nozimigakais petijjumu meérkis atzim€jams jaunu pietickamo nosacijumu atrasana,
lai diferencu vienadojumu sist€mas invariantas varietates apkartn€ ka galigas dimensijas, ta
Banaha telpa biitu ekvivalentas. Tas nodroSina lietojumos piedavato diferencu vienadojumu
sisttmu, ka ari nepartraukto un diskréto dinamisko sist€mu, ieskaitot ,,time scale” sist€mu
kvalitativu un kvantitativu izpéti.

.Tika paredzéts izverst pétijumus dazada tipa, tai skaita trihotomiska tipa diferencu
vienadojumu vienkarSoSana un lineariz€Sana invariantas varietates apkartné ka galigas
dimensijas, ta Banaha telpa, izmantojot Grina tipa att€lojumus. Pie Sada tipa diferencu
vienadojumiem noved viena virziena turpinamu  evoliicijas  tipa  parcialie
diferencialvienadojumi, kurus plasi izmanto fizikalo procesu modeléSana. Plasi tiks izlietots
teémas vaditaja izstradatais redukcijas princips. Tika planots attistit arT atrisinajumu stabilitates
teoriju un dinamisko sisttmu ekvivalences teoriju ta sauktaja ,,time scale” aspekta, kura
sintezé ka diferencialvienadojumu, ta diferencu vienadojumu teoriju. Paveras arl nozimiga
iesp&ja parnest Rigas diferencialvienadojumu nelinearo robezproblému skolas sasniegumus
diferencu vienadojumu problematikai. PievérSanas diferenu vienadojumu problematikai ir
1pasi nozimiga perspektivajiem jaunajiem zinatniekiem zinatnisko petijumu tematikas izvele.

Konferences un seminari

Pateicoties apaksSaktivitates vaditaja starptautiskajai autoritatei Starptautiska diferencu
Vienédojumu biedr‘ba (ISDE) (péri par. 600 biedriem visa pasaulé) uzticéja 2010 gada vasara

hetOJuml (ICDEA- 2010). Konferences orgamzacuas komitejas priekSsédetajs bija
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A.Reinfelds. Taja ar zinojumiem piedalijas projekta dalibnieki A.Reinfelds, J.Cepitis un
H.Kalis (kopigi ar A.Gedroicu). Ari J.Cernenoks aktivi piedalijas konferences un tas
organizacijas darba, noklausoties kopigi ar pargjiem projekta darba grupas dalibniekiem
daudzu pétijuma téma vadoSo pasaules matematiku zinojumus plenarajas un sekciju sédes
(S.Elaydi, J.M.Cushing, J.Hofbauer, S.Hilger, J.Mawhin,C.R. Devaney, u.c.).

Projekta izpildes sakumposma tika rikoti divu s€riju darba seminari. Par Zirotrona
problému jau bijam sakusi intereséties ES EURATOM programmas projekta ,,Study of
mathematical aspects of gyrotron theory” (2001-2006) ietvaros model&jot elektronu kustibu
zirotrona, kas nozimigi pétijumiem par kontrolétu termonuklearo reakciju un buivgjot jauna
tipa atomreaktorus. Sis sérijas seminariem piesaistiiam ari H.Kali. Rezultata, turpinot
pétijumus, ieguvam jaunus rezultatus, ka ar1 veicam agrak ieglito atzinu apkopojumu un
visparinajumus (sk detalizéto pétijumu izklasta 5.nodalu). Viens no nozimigakajiem diferencu
vienadojumu un diferencialvienadojumu teorijas attistibas virzieniem 20. un 21.gs. mija ir
vienadojumu ,laika skalas” teorijas izveidoSana. Tas pamatlic€ji ir Vacijas un ASV
matematiki S.Hilgers, M.Bohners, A.Petersons. u.c. Tadel viens no nozimigakajiem punkta
4.5. darba virzieniem ir $aja virziena iegiito rezultatu apgtSana ar mérki tos pilnveidot un
ieglt jaunus rezultatus. Parskata perioda reizi ned€la notika darbseminari, kuros, sekojot
monografijai M.Bohner, A.Peterson ,,Dynamic Equations on Time Scale” (Birkhauser) tika
apgiti diferencialrékini un integralrekini, balstoties uz Hilgera atvasinajuma jédzienu, ka ar1
diferencialvienadojumu ,,laika skalas” teorijas pamati. Sis darbs kalpoja, lai sagatavotos
dazadu diferencialvienadojumu kvalitativas teorijas rezultatu analogu iegiisanai diferencu un
Jlaika skalas” vienadojumiem. J.Cernenoks paraléli iepazinas ar stabilitates teorijas
pamatjédzieniem, un centra varietasu teoriju, galveno tas rezultatu (centra varietates
eksistence, redukcijas princips, aproksimacija centra varietateém, centra varietasu ipaSibas)
jauniem vienkarSotiem pieradijumiem. Uz §is bazes tika izstradats bakalaura darbs.

Projekta izpildes laika apaksSaktivitates darba grupa regulari apmeklgja ari LU
doktorantiiras skolas ,, Atomaro un nepartrauktas vides fizikalo procesu pétiSanas,
modeléSanas un matematisko metozu pilnveidoSanas skola” virziena ,, Tehnomatematikas
aktualas problémas” seminari, kuru laika apspriestas un analizétas dazadas teémas un raksti par
diferencu vienadojumu izturéSanos. Sadarbiba ar projekta koleégi U.Strautinu notikusi divi
seminari par reologijas problémam — ,,Plismas orientétu Skiedru orientacija suspensijas” un
,Skiedru suspensijas modelé$ana”, kuri izraistjusi arf lielu interesi projekta dalibnickos
fizikos. Saja konteksta zinojumu ,,Laika sola izvéle dalinu modelésana™, sniedzis S.Lacis. Sai
problematikai pieklaujas ari seminaros sniegtic un analizétie zinojumi: H.Kalis
,Ferromagnetisko dalinu modeléSana” un A.Cebers ,,Magnétiska dipola modeleSana”.
M.Avotina §is s€rijas seminaros stastijusi par elementaras matematikas metodém
(vienadojumi, nevienadibas, noveértg§jumi), kuras izmanto pieradijumos par diferencu
vienadojumu izturéSanos, ka ari par diferen¢u vienadojumu uzdevumiem dazada limena
matematikas olimpiad€s. Kokrlipniecibas tehnologisko procesu matematiskas modelésanas
kontekstam veltiti divi seminari. Seminara ,,Koksnes dedzinasanas modeléSana” zinojumu
sniegusi LLU specialisti A.Abolting un A.Morozovs. Savukart RTU magistrants J.Sliseris
sniedzis zinojumu ,,Lim&tu kompozitu (koksnes) lok$nu deformaciju- spriegumu analize pie
dazadam iedarbeém”.

Mihaela Radina zinatniskais seminars ,,Boundedness, Periodic and Monotonic Character of
Positive Solutions of a Family of Non-Autonomous Difference Equations” un noklausits
lekciju cikls ,,Introduction to Difference Equations” par diferenc¢u vienadojumu izpéti.

J.Cepttis refergjis 11. starptautiskaja konference ,, Teaching mathematics: retrospective
and perspectives”, 6.-7. maijs, 2010, Daugavpils, Latvija, kur cita starpa aplikots jautajums
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par nepiecieSamajam izmainam matematikas bakalaura un magistra studiju programmas
projekta ietvaros realiz€jamas apaksSaktivitates 4.5. konteksta.

Detalizéts pétijjumu izklasts

1. Pétijjumi par diferen¢u vienadojumiem un ar tiem saistitam
dinamiskam sistéemam.

Sakara ar perspektiviem lietojumiem aktuali kluvusi diferencu vienadojumu pétijumi.
Balstoties uz starptautiski atzitam iestradém diferencialvienadojumu kvalitativas teorijas
dazados aspektos, projekta ka mérkis izvirzits atrast jaunus pietickamos nosacijumus, lai
diferencu vienadojumu sist€mas invariantas varietates apkartné ka galigas dimensijas, ta
Banaha telpa buitu ekvivalentas, attistit diferencu un ar tiem saistito dinamisko sist€mu
atrisinajumu stabilitates teoriju un dinamisko sistému ekvivalences teoriju, ka ar1 kvalitativi
un kvantitativi dazados aspektos pétit nepartrauktas un diskrétas dinamiskas sist€émas ieskaitot
»laika skalas” (,,time scale”) sist€mas, kuras vienota teorija apvieno diferencialvienadojumus
un diferencu vienadojumus.

Stabilitates teorijas un redukcijas principa saistibas aktualitati aplukoti darbos [10,12] un
referatos konferenc€s Valmiera (2012) un Drezdeng (Vacija) (2010). Ja apliikojamas sist€mas
galvena dala ir lineara un atbilstoSas matricas ipaSvertibu realas dalas nav pozitivas, bet
nelineara dala apmierina LipSica nosacijumus ar pietiekosi mazu LipSica konstanti, tad triviala
atrisindgjuma stabilitates izpete reduc€jas uz zemakas dimensijas analogu sist€emu, kuras
linearas dalas matricas 1paSveértibu realas dalas ir vienadas ar nulli, bet nelinearas dalas
apmierina Lip$ica nosacijumus ar mazu Lip$ica konstanti. Lai to pieraditu vispirms pierada ta
sauktas centra varietates eksistences teorému. Lai pieraditu So apgalvojumu izlietojam
atrisindgjuma integralo reprezentaciju, ta saukto konstantu variacijas formulu visparinajumu.
Talak pieradam, ka katrs izejas sist€mas atrisinajums tiecas uz vienu konkrétu atrisinajumu uz
centra varietates, ta saukto asimptotiskas fazes tipa teorému. Arf Saja pieradijjuma izlietojam
funkcionalanalizes metodes un specifiskas noveért§jumu metodes. Pie reizes jaatzime, ka
centra tipa varietati un asimptotiskas fazes 1IpaSibu var pieradit pie visparigakiem
nosacijumiem, ta sauktiem seperacijas nosacijumiem, kurus detalizéti apliikoja dotajos
referatos. Balstoties uz iepriekSminétam teorémam var pieradit redukcijas principu stabilitates
teorija, izejas sist€mas trivialais atrisindjums ir stabils, asimptotiski stabils un nestabils
Lapunova nozimé tad un tikai tad kad reducéta vienadojuma trivialais atrisinajums ir stabils,
asimptotiski stabils vai nestabils Lapunova nozimé. Talak apliikojam visparigaku gadijumu,
t.1. kad sist€émas galvenas dalas ir biitiski nelinearas ta saukto Florio-Seiberta problému, 1pasu
uzmanibu pieveérSot vienadojumiem ar homogénu galveno dalu, Pie pietiekoSi visparigiem
nosacijumiem pierada sl€gtas, asimptotiski stabilas invariantas kopas (atraktora) eksistenci
izlietojot globalas Lapunova-Krasovska funkcijas. Pie reizes jaatzimé, ka invarianta kopa ne
vienm@r ir invarianta varietate. Atrasti pietickamie nosacijumiem izmantojot Lapunova-
Krasovska funkcijas pie kuriem invarianta kopa ir ar1 LipSica varietate. Talak atrodam ari
citus pietiekamos nosacijumus invariantas varietates eksistencei. Tiek apliikota viena
parametra savstarp&ji komut€joSu operatoru saime. Izradas, ka Sai saimei var pieradit kopiga
nekustiga punkta eksistenci. Pieradfjums ir originls un balstas uz Saudera-Lerjé teorémas
principiem. Vispariga gadijuma neizpildas asimptotiskas fazes pasiba pat vienadojumiem ar
homogénu galveno dalu. Tas tiek ilustréts ar konkrétu pieméru. Tiek atrasti pietickamie
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nosacTjumi, kad butiski nelinearas sist€émas triviala atrisinajuma stabilitates izpete ir
ekvivalenta reducétas sistémas triviala atrisinajuma eksistencei.

Darbos [16,19,22,24] un referatos konferences Ariela (Izraela) (2010), Maskava
(Petrovska seminars) (2011), Loughborougha (Lielbritanija, EQUADIFF) (2011) un Batumi
(Griizija) (2011) pétitas ta sauktas impulsivas dinamiskas sist€émas vispariga funkcionala
Banaha telpa, tai skaitd jautajums par LipSica gludas invariantas varietates eksistenci, par
atrisinajumu asimptotisko fazi un atrisinajumu eksponencialo tiekSanos uz stabilo invarianto
varietati, ka ar1 redukcijas principi ka stabilitates teorija, ta dinamiskas ekvivalences teorija.
Atzim&jam, ka impulsivo dinamisko sistému raksturiga ipasiba ir, ka tas biezi ir
neapgriezamas. Tatad aplukojam visparigi impulsivo dinamisko sistému Banaha telpa, atdalot
linearo un nelinearo dalu., ka arT izdalot dinamisko sist€ému un 1&cienu nosacijumus

dx
— = A()x+ f(t,x,y),
dt

dy
—=BM)y+g(txy)
dt

Ax|_. =x(r,+0)=x(z;, =0) =C,x(r, = 0) + p,(x(z, =0,y (r; —0)),

t=7;

Ay |(:,|: y(Ti + 0)_ Y(Ti - 0) = Diy(Ti - O)+ qi(X(Ti -0, y(Ti - 0)) .

Pienemot, ka linearas dalas evoliicijas operators apmierina integralos seperacijas nosacijumus
un nelinearie locekli apmierina LipSica nosacijumus ar mazu konstanti, pierada LipSica
seperacijas varietates eksistenci. Talak pierada, ka atrisinagjumi apmierina zinama tipa
integralas nevienadibas. Balstoties uz iegiitajiem rezultatiem un apskatot speciala tipa
funkcionalo integralvienadojumu, pierada asimptotiskas fazes ipasibu. Tas viss lauj formulét
un pieradit redukcijas principa integralo versiju. Impulsivas sist€mas trivialais atrisinajums ir
integrali stabils, integrali asimptotiski stabils vai integrali nestabils tad un tikai tad ja
reducétas impulsivas sist€mas

dx
— = A(t)x + f(t,x,u(t,x)),
dt

AX |t:r,: X(z;, +0) = x(z;, =0) =C ,x(z; =0) + p,(x(z; = 0),u(z, = 0, x(z, — 0)),

trivialais atrisinajums ir integrali stabils, integrali asimptotiski stabils vai integrali nestabils.
Gadijuma, ja invarianta varietate ir eksponenciali asimptotiski stabila, tad ir pareizs precizaks
rezultats, konkréti trivialais atrisinajums ir stabils, asimptotiski stabils vai nestabils ka izejas
dinamiskai sistemai, ta reducétai dinamiskai sistémai.

Tiek izversti petijumi dazada tipa, tai skaita trihotomiska tipa apgriezamu impulsivo
dinamisko sistému vienkarSoSana un lineariz€Sana stacionara punkta apkartné ka galigas
dimensijas, ta Banaha telpa, izmantojot Grina tipa att€lojumus, darbi [21,23] un referatos
konferencés Ponta Delgada (Portugale) (2011), Tbilisi (Griizija) (2011). Tiek atrasti
pietickamie nosacijumi, lai impulsivas dinamiskas sisteémas

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikilo procesu modelé$ana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpete”
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dx
— = A(t)x+ f(t,x,y,2),
dt
dy

. =B(t)y +g(t,x,y,2),
dz
—=C(t)z+ h(t,x,vy,2z),
dt

AX |t=r,= X(z, +0) = x(r;, =0) = E;x(z; =0)+ p,(x(z, = 0,y(zr;, = 0), z(z, — 0)),

Ay | = y(Ti + 0) - y(Ti - 0) = Fiy(Ti - O) + qi(X(Ti - 0! y(fi - 0), Z(Ti - 0)) ’

t=7;

Az |t:r,: 2(r, +0)-z(r;, -0) =G ,z(z, = 0) + r, (x(z; = 0,y(r;, = 0), z(z, - 0))

un dalgji linearizéta impulsiva dinamiska sistéma

dx
— = A(t)x
dt

dy
o B()y + g(t,u(t,y), y,v(t,y,)),

dz

—=C(1)z

dt

Ax|,_. = E x(z, - 0),

Ay |t:r|: Fiy(Ti - 0) + qi(U(Ti - 01 y(Ti - O))v y(Ti - O)! V(Ti - Ov y(Ti - 0! y(Ti - 0)))

Az, =2(z; +0)~2(z; - 0) = G z(r, - 0)

bitu lokali un ar1 globali dinamiski ekvivalentas. Pie $ada tipa diferencu vienadojumiem
noved evoliicijas tipa parcialie diferencialvienadojumi, kurus plasi izmanto fizikalo procesu
modeléSana. Lai atrastu pietiekamos nosacijumus impulsivo dinamisko sisttmu dinamiskai
ekvivalencei pienem, ka linearas dalas evoliicijas operators apmierina integralos seperacijas
nosacijumus un nelinearie locekli apmierina LipSica nosacijumus ar mazu konstanti.

Darbos [3,15,34] un referatos Riga (2010) un Barselona (2012) apliikota Banaha telpa
X x E neapgriezamu diferencu vienadojumu sist€ma autonoma

x(t+1) = g(x(t)) + G (x(t), p(t))
p(t+1) = A(x(t)) p(t) + @ (x(t), p(t))

un neautonoma gadijuma Sadas sistémas rodas invariantas varietates apkartng. Atzimgjam, ka
divas diferencu vienadojumu sist€émas ir ekvivalentas ja eksist€ tads homeomorfisms
(savstarpgji nepartraukts un bijektivs att€lojums), kas vienas diferencu sist€émas orbitas attélo
par otras diferenéu sistémas orbitam un otradi. Dota pieeja lauj sarezgitas diferencu
vienadojumu sistémas kvalitativo izpéti aizvietot ar vienkarSakas diferen¢u vienadojumu
sist€émas, biezi ar mazaku dimensiju, izpeti. Dazadi realas prakses problémas noved gan pie
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apgriezamiem, gan pie neapgriezamiem diferencu vienadojumu sistémam, pie kam p&dgjas no
matematiska viedokla ir sarezgitakas un reiz€ arl interesantakas. Tika pétita vienkar$aka
neapgriezama diferen¢u vienadojumu sisteéma, t.i. tada, kuras linearais tuvin3jums ir
asimptotiski stabils. Tika atrasti pietickamie nosacijumi, izlietojot diferencu sistémas labas
puses nosacijumus, kad dotai sistémai eksisté invarianta LipSica gluda varietate p=u(X)—
centra varietate pie pietieckami mazam perturbacijam. Pieradijuma tika izmantotas nekustiga
punkta eksistences teorémas attiecigi izveléta funkcionala telpa. Talak balstoties uz So
rezultatu tika atrasti pietickamie (tuvu nepiecieSamajiem nosacijumiem), lai dota diferencu
vienadojumu sisteému biitu ekvivalenta vienkarsSotai sist€émai.

x(t+1) = g (x(t)) + G (x(t), u(x(t))
p(t+1) = A(x(1)) p(t)

Vispirms atzim&jam, ka iegtitas diferencu sistemas pirma apakssist€ma nesatur mainigo p,
kamer otra apakSsistéma ir lineara pret p. Pieradijums ir pietiekoSi gars un balstas uz veselu
teoremu s€riju. Veiksmigi izveloties vajadzigos paliga funkcionalos vienadojumus, biezi
ievedot ar1 papildus mainigos, ka arT atrodot piemérotas funkcionalas telpas tika pieradita
atbilstosa homeomorfisma eksistence. legiitais rezultats butiski visparina pasaules
matematiska literatiira agrak iegiitos rezultatus. Par doto referatu tiek gatavota izversta
publikacija.

Iegiitie rezultati ir apkopoti publikacija ,,Conjugacy of discrete semidynamical systems
in the neighbourhood of invariant manifold” [3], kura piepemta public€$anai ,,Springer
Proceedings in Mathematics”.

2. Pétijumi par racionaliem diferencu vienadojumiem.

Parskata perioda veikti pétijumi par otras kartas racionaliem diferencu vienadojumiem,
kuri vispariga veida ir uzrakstami forma:

a + BX, + yX,_
Xp.q = el on-o0,1,2, . (1)

A+an+an71

kur parametri «, g, y, A, B, C ir nenegativi reali skaitli un sakuma nosactjumi x_, un x, ir
patvaligi nenegativi reali skaitli tadi, ka A + Bx , + Cx ,_; > 0 visam naturalam n vertibam.

Nozimigaka gramata par $ada veida vienadojumiem ir Dynamics of Second Order
Rational Difference Equations with open problems and conjectures (M.R.S. Kulenovic,
G.Ladas, Chapman and Hall/CRC, Boca Raton, Fla, USA, 2002). Ta tika izmantota, lai
uzzinatu nozimigakos jau zinamos faktus par diferencu vienadojumu (1) izturéSanos
(pieméram, lokala un globala stabilitate, periodiskie atrisinagjumi un to eksistence,
atrisinajumu konvergence) un iepazitos ar galvenajam metodém, kuras izmanto diferencu
vienadojumu kvalitativaja izp&té (matematiskas analizes metodes — atrisinajumu konvergence,
nepartrauktiba, matematiskas logikas metodes — spriedumu, hipotézu formuléSana, diferencu
vienadojumu teorijas metodes — atrisinajumu stabilitates pieradijumi vai konstat€jums par

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikilo procesu modelé$ana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpete”
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nestabilitati, ciklu mekl&sana, skaitliskajam metodém — hipoté€zu izvirzisana, pamatojoties uz
skaitliskajiem eksperimentiem MS EXEL vai MATHCAD).

IepriekSmingétaja gramata dotas vairakas neatrisinatas problémas un pienémumi, galvena
uzmaniba tika pieversta neatrisinatajai problémai:

Zinams, ka katrs pozitivs diferencu vienadojumu:

X
Xp,p =1+ "L n=01. @)
Xn
1+ X,
Xy, = —"% n=01.. (3)
1+ x,
Xn + 2X,
Xns1 = : : 11 n=20,1 . (4)
1+ x,
atrisinajums konverge uz periodisku atrisinajumu ar periodu 2. ..., v, ¢, v, ¢, ... .

Izteikt v un ¢ izmantojot sakuma nosacijumus x_, UN x,. Un otradi, ja
o W, @, v, @, .. ir diferencu vienadojumu (2), (3) un (4) atrisinajums ar periodu 2,
noteikt ~ visus ~ sakuma  nosacijumus — (x_i, xg) € (0; + ©)x (0; + ©), kuriem

P o0 - v o e = .
atrisindajums {x,},__, konvergeé uz So atrisindjumu ar periodu 2.

Par So pétijumu rezultatiem sagatavoti referati un tie prezentéti konferencés [17], [25], [28],
[30], [33], iesniegts publicéSanai raksts [4].

Atskaites perioda vaktas un analizétas citu autoru publikacijas par jaunakajiem
atklajumiem diferencu vienadojumu izpé&te.

Dala LU doktorantiiras skolas ,,Atomaro un nepartrauktas vides fizikalo procesu
petiSanas, modeléSanas un matematisko metozu pilnveidoSanas skola”  virziena
»Tehnomatematikas aktualas problémas” seminaru veltiti neironu tiklu model&Sanai un to
izturé$anas aprakstiSanai ar diferencu vienadojumiem. Analiz&ts raksts Z.Zhou Periodic orbits
on discrete dynamical systems, Computers and Mathematics with Applications, 45: 1155-

1161, 2003, kura petits viena neirona modelis x,., = fx, - g(x,), n=0,1,.. ar Joti
1, x>0 . .
vienkarSu signalfunkciju g (x) = 4[ . S1 publikacija pemta par pamatu un uzrakstits
(-1, x <0

raksts ,,Periodic Orbits of Single Neuron Models with Internal Decay Rate 0 < g <1” [5]
(Iidzautori A. Anisimova, I. Bula), kur signalfunkcija ir forma:

(- b, X< —a
|—a, —a <x<0
g(x) =1 0, x=0 ,(b>a>0uUNna >0).
I a, O<x<a
{b, X > a

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikilo procesu modelé$ana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpete”
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3. Automodelu diferencialvienadojumu un to sistemu robeZprobléemu
atrisinajumu un to atvasinajumu aprioro noveértéjumu iegiiSana noluka
konstatét robezproblémas atrisinamibu.

Zinojuma [14] atbilstosi projekta mérkiem tika veikts m&éginajums parnest klasiskos
nosacijumus, kuri nodroSina  atklata forma wuzdotu otras kartas nelinearu
diferencialvienadojumu  robezproblému atrisingjuma un ta atvasindjuma aprioros
noveérte§jumus uz diferencu vai pat ,laika skalas” (,.time scale”) vienadojumiem. Min&tos
klasiskos nosacijumus otras kartas diferencialvienadojumu un to sist€mu robezproblemu
atrisinajumiem iesp&jams formulét ta saucamo apak$€jo un augs€jo funkciju terminos.
Savukart, robezproblému atrisinajumu, kuriem konstatéts apriorais novert€jums, atvasinajumu
aprioro novértgjumu nodrosina Nagumo vai Srédera tipa nosacijumi vai to visparinajumi.
Nagumo tipa nosacijumu visparinajumi nereti var tikt izteikti ar vienpusigiem
diferencialvienadojuma labas puses novértgjumiem. Atseviskas situacijas nosacijumi, kuri
garant€ atrisindgjumu, kuriem konstatéts apriorais novért€§jums, atvasindjumu aprioro
novertejumu var tikt, 11dzigi ka lietojot apaksgjas un augsgjas funkcijas, var ar1 tikt izteikti
diferencialnevienadibu forma. Iegilitie robezproblémas atrisinagjuma un ta atvasinajuma
apriorie novert€jumi lauj risinat jautajumu par robezproblémas atrisinajuma eksistenci, turklat
vairaki neskeloSies atrisindgjumu apriorie novért€jumi lauj izveértét ari atrisinagjumu Skaita
novertejumu, turklat apriorie noveért§jumi garant€ stabilu atrisinajumu eksistenci, papildus
kuriem iep&jami arT nestabili atrisinajumi.

Apaksejo un augsgjo funkciju lietojums diferencu un ,laika skalas” vienadojumu
atrisinagjumu apriora novert€§juma konstat€Sanai literatiira ir saméra veiksmigi aprobéts, ko
nevar teikt par nosacijumiem atrisindjuma, kuram Kkonstate€ts apriorais novertgjums,
atvasinajuma analoga aprioro noveértg§jumu. Zinojuma [14] formul€tos nosacijumus Sadam
mérkim diferencu un ,laika skalas” vienadojumiem raksturo zinama formalitate un tas
izraisita nekonstruktivitate. Galvenokart akcenteti robezprobléma iesaistita vienadojuma
konkréti atrisindgjuma izturéSanas aizliegumi, par kuriem bitu nepiecieSams spriest péc
vienadojuma labas puses izturéSanas. DiemZél §is ir Sobrid neatrisinats uzdevums.

Paraleli otras kartas diferencu vienadojumu un “laika skalas” vienadojumu
robeZproblému atrisindjumu aprioro noveértg§jumu problematikai turpinajas automodelu
diferencialvienadojumu iegiifanas un to robezproblemu izpgte. Siem jautajumiem tika veltiti
zinojumi [9], [13], [20].

Piemérs. Hidrodinamiskas plismas robezslani taisnstira kanala apraksta parcialo
diferencialvienadojumu sistéma

ou ou
—+—=0,
ox oy
ou  au ou ot oT o°T
Uu—+v—=v , U—+vVv—=aqa
ox  ay oy’ ox ay oy’
ar robeznosacijumiem
ou(x,0 oT(x,0
4(x.0) = B ( ), (x,0) :_Q_W’
oy oy k

v(x,0) =0, u(x,o)=u_, T(x,0)=T_.

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikilo procesu modelé$ana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpete”
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Lietojot lidzibas transformaciju

, u UoO
f'(m)=—1 17 =Yy,—,
u, VX
k(T -T))
®(y) = ———+/Re
a,x

ieglistam robezproblému parasto (automodel]u) diferencialvienadojumu sistémai

[ " i "o_

f + ) ff" = 0, [f(O) _ o, f'(O) = xf ”(o)n @,(0): _1'

{@up_f(@vf Cefyoglf )=t o) =0,
2

14
k =—+/Re, Pr=—.
X a

Ievérosim, ka, ja robeznosacijumi pielauj plismas slidéSanu gar kanala sienu (8 = 0),

esam ieguvusi, ka viens no robeznoscijumiem ir kluvis neklasisks.

Ja iepriek$€jo robezslana parcialo diferencialvienadojumu sisttmu aplikojam
temperatiiras vienadojuma, ievedot pliismas funkciju ¥ iegiistam

oY oY
Uu=—, v=—-—j
ay oX

ov (a°'w ) ov(o’w o°w
— -— =v .
oy | oxay ox | oy’ oy’

Lietojot automodelu mainigos, parveidojam Sos vienadojumus

Wk y) =¥, (X)F (), = ——
5 (%)

oY ) Y 5,
fW: (f,—ff")— f,.

v v

bez
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Lai iegiitu automodelu parasto diferencialvienadojumu, obligati nepiecieSamas sekojosas
sakaribas

Y v s’
= a = const , =b = const ,
14 Vv

Rezultata iegiitais automodelu parastais diferencialvienadojums péc diferencéSanas iegiist
sadu izskatu

£ L aff"+ (2b-a)ff”"=0.

Aplukojot ieks€ju siltuma konvekciju gar planu sakarsétu plaksni, kura iegremdéta
poraina vidé tika iegita Valle — Pusséna tipa automodelu robezprobléma (Z.Belhachmi et al,
On the Family of Differential Equations for Boundary Layer Approximations in Porous
Media. European Journal of Applied Mathematics, 12, 2001, 513-528)

. 1+ 1-3
o0 2P g (1238 g,

2 2
f(0)=0, f'(0)=1; f(o)=1; f'(0)=0.

Fizikalu interesi izraisa §1s robeZproblémas atrisinajumi, kuri apmierina novertéjumu
0< f'(t)<1, tel[0,+»).

Visparinot augstak minéto vienadojumu, varam rakstit

Y g (B "+ g,(B)fF" =0,
Aplikojamai robeZproblémai ir viens vienigs fizikals atrisinajums, ja

1 1
—Sgl(ﬂ)<+00, —OO<gz(ﬂ)S—,
2 2

savukart robezproblémai nav atrisinagjumu, ja

1 5
~w<g,(f)< i —<g,(B)< .
4 4

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikilo procesu modelé$ana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpete”
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Atlikus$i gadijumi
1 1 5
—<9,(B)<—5 1<9,(8)<—;
4 3 4
1 11
—<g,(8)< 5 —<0,(B)<1.
3 2 2

Pirmaja no tiem robezproblémai nav fizikala atrisinajuma, bet otraja — robezproblémai eksiste
vismaz viens fizikalais atrisinajums. Japiebilst, ka Sajos gadijumos robezproblémai nav spéka
atrisinajuma unitate.

Aprioro novert§jumu metodes lietojumiem automodelu parasto diferencialvienadojumu
sistému atrisinamibas konstat€Sanai bija planots zinojums [37]. Diemzgl referenta saslimSanas
del piedaliSanos simpozija nacas atcelt.

4. Hiperboliska tipa siltumvadiSanas vienadojuma lietojumi.

S.Blomkalna darbu projekta uzsaka vadosa pétnicka A.Buika vaditaja darba grupa. 2011.gada
oktobrT vina iestajas LU doktoranttira, kur par darba vaditaju tika norikots J.Cepitis. Sakuma
posma vina turpindja iesakto hiperboliska tipa siltuma vadiSanas vienadojuma (HSVV) izpéti
un ta skaitliskas risinasanas metodes izstradi A.Buika vadiba. Tas atspogulots 2012.gada
konferenéi tez&s [29, 35] un iesniegtaja publikacija [6]. Sie darbi pieder pétijumu sérijai, kura
veltita konkrétam HSVV lietojumam metalurgijas tehnologijas intensivas térauda radiSanas
procesa matematiskajam modelim. Vienlaicigi S.Blomkalnai tika formuléts uzdevums apzinat
citas lietojumu jomas, kuras izmantojams $ada tipa vienadojums.

S.Blomkalnas parskata ka visplaSakais HSVV lietojums atziméts 1azera stara iedarbibas uz
dazadiem materialiem modeléSana, model€jot ultraiso impulsu lazeru darbibu. Vairakas
publikacijas apliiko planu zelta plaksniSu sildiSanu, izmantojot femto sekunzu pulsu lazeru.
Tajas skaitliskie eksperimenti veikti gan uz HSVV, gan parabolisko siltuma vadiSanas
vienadojumu balstitiem matematiskiem modeliem, vari€jot arl risinaSanas metodes un
dimensiju skaitu. Virkné publikaciju tiek aplikota lazera stara iedarbiba uz biologiskas
izcelsmes materialu — siltumstarojuma absorbcija audos. Ieverota tiek sildiSanas aprakstiSana
ar dazada veida funkcijam — konstanta, sinusoidala, impulsveidiga. Dazos rakstos HSVV
izmantots modelgjot biologiska materiala (adas, aknas, nieres, u.tml.) sildiSanu, izmantojot
radiovilpu frekvenci — kirurgiskas procediiras — iss, lokaliz&ts karstuma impulss. Sastopami
viendimensiju problému risinajumi daudzslanainiem materialiem, ieklaujot stabilitates analizi.
Tapat risinati modeli cilindriskiem un sfériskiem objektiem, pielaujot eksponenciali mainigas
materialu 1paSibas. AtsevisSki HSVV modeli lietoti apliikojot hiperbolisku reakcijas difuzijas
modeli virusu izplatibai bakteriju kolonija, piesarnojuma izplatiSanos ostas, mezu ugunsgréku
izplatiSanas, u.tml.

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikilo procesu modelé$ana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpete”
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5. Elektronu plismas modeléSana Zirotrona .

Pétnieku grupai uzkrata atzistama pieredze nelinearu Srédingera tipa vienadojumu sist€ému
kvalitativa un skaitliska risinasana, lai modelétu elektronu kustibu zirotrona, kas nepiecieSama
petijumos un aprékinos par kontrol&tu termo nuklearo reakciju jauna tipa atomreaktoros.

Matematiskais modelis reducgjas uz nelineara kompleksa Srédingera tipa parcialo
diferencialvienadojumu sistému, kas apraksta vienas vai vairakas elektronu RF lauka
amplitidu svarsttbu modas f(x,t) Zirotrona un transversalo orbitalo momentu p(x,t)

atkariba no laika t un no x segmenta [o0,L].

Augstas frekvences RF lauka amplitidas f (x,t) rezonatora un elektronu transversalas

orbitas momentu p(x,t,9) ar parametru $ (0< 9 <2r) var aprakstit ar kompleksu
diferencialvienadojumu sistemu

op . 2 .
—+i(A+|p|" -1-g,(x))p =if (t,x)
oX

ot
-

0X

i(1+5w)1+(1+ 050, +g.(xMag,(x)f =10+, N1+ gc(x))2 <p>.
ot

kur i ir imaginara vieniba, 0< x <L, t> 0 ir aksiala un laika koordinates, L —interaktiva
lauka garums, A, s, - realas fizikalas konstantes, | — stravas stiprums, g,(x), g,(x),
g, (x) — dotas realas telpas mainiga x funkcijas, < p > viduvéta (integrala) péc$ mainiga
p veriba.

Sistému papildina sakuma nosacijumi€m p(t,0,9) = exp( i9), f(x,0)= f,(x), un

af (L, 1)

robeznosacijumiem f (0,t) = 0, = —iyf (L, t), kur £, (x) ir dota kompleksa funkcija

OX

un y - pozitivs parametrs. Dotais modelis ievéro elektronu relativo faktoru attieciba pret
aksialo asi un atkaribu no magnétiska lauka. Pedgjie faktori vienkarSotas versijas netiek nemti
vera. Griitibas paradijas risinot nestacionaro procesu pie lielam laika t vertibam.

Atrasti novértéjumi energijas saglabasanas likumam

dw , ;
Iy :?:wlﬂ F(LL) I —20im [(1-g,(x) f*< p>dx.

0

kur elektronu perpendikulara efektivitate

2z

n :1—2—I| p(t,L.0,) " do,
Va

0

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikilo procesu modelé$ana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpete”
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Zirotrona vienadojumu atrisinagjumu struktiira ir loti sarezgita. Pie dazadam parametru
vertibam fazu aina bitiski izmainas. Att€la parametru (1,a) plakn€ (skat. 1.zim.) atziméti
apgabali, kuri atbilst dazadiem oscilacijas tipiem, t.i. stacionariem, automodulacijai un
haotiskam oscilacijam.
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1.ZIm&ums

Izradijas, ka aproksimacija telpa ar centralam diferencém (DS-2) un laika ar aizklato
diferencu shému ir nestabila Zirotrona jaunajai versijai, jo atrisinajums samazinot laika soli
kluva oscilgjoss ka laika ta ari telpa (O.Dumbraja skaitliskie eksperimenti 2010. g.). Lai
uzzinatu So atrisinagjumu atbilstibu fizikai tika lietota taiSnu metode, reducgjot parcialos
diferencialvienadojumus laika uz parasto diferencialvienadojumu sist€tmu un tos risinot ar
MATLAB solveriem, kur laika solis tiek izv€léts automatiski p&c uzdotas precizitates.
Skaitliskie aprékini paradija, kas stacionara atrisinagjuma f svarstibas telpa tieSam ir
konstat€jamas, turpreti laika nav (skat. 2.zim.).

Sadarbiba ar fizikiem, analiz€jot vienas modas Zirotrona vienadojumus, konstatets, ka

pie maziem laika soliem oscilaciju ar augosu amplitiidu avots ir elektronu relativiskais faktors
un atkariba no magnétiska lauka (skat. 2.zim.)

= »Atomiro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikdlo procesu modeléSana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpete”
15 Nr.2009/0223/1DP/1.1.1.2.0/09/AP1A/VIAA/008




* X %

2s ESF M

EIROPAS SOCIALAIS I[EGULDIJUMS TAVA NAKOTNE ek

FONDS

Sagatavoti un publicéti raksti [1,2] SCI Expanded Zurnalos ,,Mathematical Modeling
and Analysis” un ,,Nonlinear Analysis: Modelling and Control” un tézes [18] referata
konference Sigulda (2011).
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6. Nelinearas plazmas plismas perturbacijas.

Plazmas nestabilitates kodolsintézes reaktoros (tokamakos) ir saistitas ar plazmas
nelinearam perturbacijam. So paradibu var modelét ar diviem vienadojumiem, pirmais
apraksta sistémas relaksacijas dinamiku, otrais sistémas piedzinu:

[d? , d
Tl L) R et
Jdtn dt, (1)

kur ¢ ir magnétiska lauka nobide, p’ ir plazmas spiediena gradients, s ir disipacija, » ir
attieciba starp normalo siltuma diftiziju un perturbaciju rezultata radusos siltuma difaziju, h ir
sistéma ievadita jauda, « ir attieciba starp anomalo un normalo siltuma difiziju, indekss n
norada, ka visi lielumi ir norméti (bez dimensijam). ST vienadojumu sistéma ekvivalenta triju
pirmas kartas parasto diferencialvienadojumu autonomai nelinearai Sistémai.

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikalo procesu modelésana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpete”
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)

Diferencialvienadojumu sisteéma (2) satur kvadratisku un kubisku nelinearitati. Pirmo reizi
diferencialvienadojumu (2011) ieguva Maksa Planka plazmas fizikas institita zinatnieki
D.Constantinescu, O.Dumbrajs, V.lgochine, K. Lackner, R.Meyer-Spasche, H.Zohm. A low-
dimensional model system for quasi-periodic plasma perturbations. Physics of Plasmas 18
(2011), no.6.

legtita sistéma ir zinama méra lidziga Lorenca vienadojumu sist€émai, kurai ir loti
sarezgita fazu ainu. Vispirms jaatzimé, ka sisteéma ir disipativa, t.i, div(X)=-6 - —ny’.
Tas nozimé, ka diferencialvienadojumu sistémas generéta plisma saspiez tilpumus. Bet tas
savukart nozimé, ka neeksiste invariantie trajektoriju tori, kurus veido kvazi periodiski
atrisinajumi. Savukart eksisté atraktori un trajektorijas asimptotiski tuvojas tiem. Otra
raksturiga Tpasiba ir, ka sist€ma ir simetriska attieciba pret z asi.

Lemma Diferencialvienadojumu sist€émai (2) ir tris stacionarie punkti P, = (0,0,h),
P, = ©.vh-11) un P, = (0,-+/h —11). Stacionarais punkts P, ir asimptotiski stabils, ja
0<h<1.Ja h>1, tad p, ir sedlu punkts ar divu-dimensiju stabilu un vien-dimensiju
nestabilu varietati. Savukart simetriskie stacionarie punkti p, un p, ir asimptotiski stabili, ja
sh(s +nh) > 2(h —1) un nestabili, ja sh(s + nh) < 2(h —1) ar vien-dimensiju stabilu un divu-
dimensiju nestabilu varietati.

Lai pieraditu So rezultatu atrodam Jakobi matricu stacionarajos punktos, atrodam un
harakteristiskos polinomus un izmantojot Risa-Gurvica kritériju nosakam ipasvértibu realo
dalu zimes.

Skaitliskie eksperimenti parada, ka diferencialvienadojumu sisteémai ir dazada tipa
bifurkacijas. Savukart izlietojot analitiskas metodes var konstatét, ka ir dakSveida bifurkacija
stacionara punkta P, un Andronova-Hopfa bifurkacijas stacionaros punktos P, un p,.
Precizak, izlietojot centra varietates teoriju kopa ar redukcijas principu var konstatét, ka
stacionarais punkts P, ja h =1 ir lokali asimptotiski stabils un superkritisks daksveida
bifurkacijas punkts. Savukart stacionarie punkti P, un P, ir superkritiski vai subkritiski

Andronova-Hopfa bifurkacijas punkti atkariba no pirma Lapunova koeficienta zimes. So
stacionaro punktu mazas apkartn€s atrodas stabili vai nestabili robezu cikli, kuri atbilst
periodiskiem atrisinajumiem. Ja h <1, tad stacionarais punkts p,, ir globali asimptotiski
stabils.

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikilo procesu modelé$ana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpete”
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Skaitliskie eksperimenti parada, ka diferencialvienadojumu sist€émai (2) pie parametru
verttbam & = 0.845 , 5 = 0,0845 UN h =1,7 un sakuma verttbam (x,,vy,,z,) = (0,1;4,1;1,4)
eksisté savads (strange) atraktors. Skat. 3.zim.

0,251
p b~ —F
0,51
0,757
z(t) 1
(®) 1.0]
15 1,9
g 09
o T od
y(t) x(t)
3.ZIm&jums

Skaitliskie eksperimenti lauj noteikt oscilaciju dinamiskas zonas parametru s, plakné
(h =1,5). Var izskirt 5 zonas:

rimstoSas svarstibas

vienkarSas periodiskas svarstibas

eksisté dubultperiodiskas svarstibas

eksiste haotiskas svarstibas

zagveida svarstibas ar garu piecauguma periodu un isu sabrukuma periodu. Skat. 4.zim.

arONE
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4.ZIm&jums

Pétits dotas sist€émas fazu portrets pie dazadam parametra vertibam. Par doto tematiku ir darbi
[26,31,38] un referéts konferences Jelgava (2012), Tallina (2012)un Novacella (Italija)
(2012). Bez tam izstradats bakalaura darbs (S.Avdejevs) (2011).

7. Pétijumi Skiedru suspensiju reologija.

Ulda Strautina pétijumu vienojosa t€éma bija Skiedru suspensiju pliismas matematiska
model&Sana. Projekta gaita tika pétiti vairaki §1s problémas aspekti: sienas efekta modelésana,
vienkarSu plismu stabilitate, PGD metode ka universala pieeja dazadu parcialu
diferencialvienadojumu skaitliskai risinasanai, tai skaita reologijas vienadojumiem. leguti
vairaki jauni rezultati.

Sienas efekta modeléSana. Svarigs elements, kas nav ieklauts prakse lietotajos Skiedru
suspensijas plismu matematiskajos mode]os, ir sienas efekts — sienas klatbiitnes ietekme uz
Skiedru orientaciju. Precizs divfazu pliismas apraksts, izskirot katru Skiedru un Skidruma
atrumu ap to, praksé sastopamajos procesos nav realiz€jams geometrijas parak sarezgitas,
laika strauji mainigas struktiiras dgl, tapéc ir nepiecie$ami vienkarSoti modeli. ST projekta
ietvaros ir izstradati divi originali modeli: mezoskalas modelis un mikroskalas modelis.

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikilo procesu modelé$ana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpete”
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Mikroskalas modeli sienas klatbiitne tiek aprakstita ar geometrisku (kinematisku) nosacijumu,
ka Skiedras virsma nevar Skérsot sienas virsmu. Ir iegiits DZefrija vienadojuma visparinajums,
kas sniedz atseviskas Skiedras orientaciju aprakstosa vienibas vektora evoliiciju, atkariba no
ta, vai Skiedra atrodas kontakta ar sienu. Vienadojuma determiniska forma ir:

pri=U—-p®p)-Mp, p-n>d/l,

P = . n—(pn
ps—(n-py) ||n_((§.n));j||2a p-n=d/l

Lai modelétu citu Skiedru klatbutnes raditas perturbacijas mehanisku sadursmju dél vai
hidrodinamiskas mijiedarbibas rezultata, vienadojums tiek papildinats ar stohastisku speku,
ieglistot Lanzeveéna vienadojumu.

Augstak minétais vienadojums kontakta gadijuma apraksta Skiedras gala slidésanu gar sienu.
Reali sadursmes ar sienu ir retas ta déveéta el]loSanas efekta del. Tapéc modeli ieklauts
ellosanas efekts, t.i., Skidruma slanitim starp Skiedru un sienu kliistot planakam, uz Skiedru
darbojas atgriidoSs speks. legtts ar visparigaks modelis, kas apraksta Skiedras atgriiSanos no
sienas sadursmes rezultata. Tad Skiedras poziciju apraksta divi mainigie: orientacijas vektors
un Skiedras attdlums lidz sienai. Abu mainigo evoliiciju apraksta stohastisks
diferencialvienadojums. Modela struktiira Jauj ieklaut arT citus parametrus, piem&ram, Skiedru
mobilitates koeficientus.

Ar dazadam S§1 modela versijam tika veikti skaitliski eksperimenti dazadam praksé
sastopamam plismam. Rezultati nekad nenoved pie fizikali neiespejamiem orientaciju
sadalfjumiem (kadus regulari iegiist Folgara-Takera modela gadijuma), un kvalitativi labi
atbilst fizikalos eksperimentalos noveérotajiem Skiedru orientacijas sadalijumiem sienu
tuvuma. Lai kvantitativi aprakstitu sienas raupjuma ietekmi uz orientacijas sadalijumu, par ko
eksperimentu rezultatus public&jusi Soderberga vadita grupa, nepiecie$sams precizaks modelis
Skiedras sadursmei ar sienu.

Mezoskalas modela ietvaros [11] Skiedru ansambla stavokli apraksta orientacijas sadalijuma
funkcija. Klasiskais Folgara-Takera modelis ir Fokera-Planka vienadojums, kas iegiits no
Dzefrija vienadojuma ar izotropiskas orientacijas diftizijas piepémumu. Lai ieklautu sienas
efektus, iesp&jami divi celi: izmantot ieprieks aprakstito Dzefrija modela visparinajumu, vai
arT modificét pasSu Folgara-Takera modeli, nepielaujot geometriski neiesp&jamus Skiedru
orientacijas sadaljjumus sienas tuvuma.

Sim nolikam tiek parbaudits, vai sienas tuvuma Folgara-Takera modela prognozétais
orientacijas tenzors ir geometriski pielaujams. Ja ne, tad tiek veikts projekcijas solis, kas
fenomenologiski apraksta $kiedru slidéSanu gar sienu. Projekcijas virziens tiek noteikts,
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interpol&jot starp diviem virzieniem. Pirmais no tiem ir precizs gadijumos, kad orientacijas
sadalfjuma funkcija ir triju Diraka delta distribiiciju summa orientacijas tenzora 1paSvektoru
virzienos, otrais — tad, ja sadalfjuma funkcija ir identiska orientacijas tenzoram atbilsto$ajam
otras kartas izvirzijumam sferiskajas harmonikas. Interpolacija tiek veikta, noveért&jot
orientacijas “saspiestibas” pakapi ar orientacijas tenzora determinanta palidzibu lidzigi ka
hibrida sléguma tuvinajuma gadijuma. Sis modelis ticis testéts Fraunhofer ITWM izstradata
datorprogramma “CoRheoS”, iegiita laba sakritiba ar eksperimentu rezultatiem [39].

Fokera-Planka vienadojums Dzefrija modela visparinagjumam ir sarezgitaks parabolisks
parcials diferencialvienadojums uz varietates ar malu, turklat atrisinajumi ir visparinatas
funkcijas jeb distribicijas, t.i., varietates mala var nest pozitivu orientacijas sadalijuma
“masu”.

Pétitas dazadas skaitliskas metodes $ada (advekcijas-difuzijas) tipa vienadojumu risinaSanai.
Eksperimentets ar linearu advekcijas-difiizijas vienadojumu atrisinagjumu izvirziSanu
sferiskajas harmonikas. Ja advekcijas atrumu nosakosie koeficienti ir polinomialas koordinasu
funkecijas, tad vienadojumu uzdodosais eliptiskais operators galigu sferisko harmoniku linearu
kombinaciju att€lo par tadas pasas formas funkciju, turklat izvirzijuma koeficientus var
noteikt, rekursivi izmantojot noteiktus transformaciju likumus, kas izriet no sferisko
harmoniku ipasibam (Montgomery-Smith, Jack, Smith 2010). Tas ne tikai noved pie efektivam
skaitliskam metodém, bet arT lauj ties$i novertét momentu metozu (ari sléguma aproksimaciju)
precizitati atkariba no izmantota momenta kartas un parametru vertibam.

Salidzinata dazadu sferisko bazes funkciju precizitate, risinot diftizijas dominétas problémas
parcialiem diferencialvienadojumiem uz sferas ar kolokacijas metodi. Konkréti tika apskatitas
dazadas gluduma pakapes Venlanda un Vi funkcijas, lai diskretizétu sférisko argumentu.
Iegttie skaitliskie rezultati eliptiska un paraboliska tipa vienadojumiem salidzinati ar precizo
atrisinagjumu dazadas normas dazadam kolokacijas punktu kopam. legiiti rezultati art vilpu
vienadojumam.

VienkarSu plismu stabilitate. Linearas stabilitates analize, kuru Folgara-Takera modelim
veica Lin Jianzhong vadita grupa, tika pielietota FTMS modelim [7,8], kas ir Folgara-Takera
modela visparinadjums koncentrétu suspensiju gadijumam un apraksta Skiedru orientacijas
tenzora evoliiciju globala atruma lauka iespaida:

La® = a® M+M"-a®—(M+M"):a®
+4{Ci(I —3a?) + So(a® -a® —a? . a(4))}

Seit M ir iegiita no atruma lauka gradienta, kur
0 —
L tu-Vu=—p 'Vp+V- (154 15)

Ts +7f = Re " (Vu+ V' u)+ N,Vu : a.
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Suspensijai pliistot kanala (vai neierobezota apgabala starp divam plakném), paradas spécigi
tranzienti efekti, kas saistas ar Skiedru nostasanos skérsam atrumu laukam, stipri paaugstinot
suspensijas efektivo viskozitati. Tacu pietickami garos kanalos suspensija sasniedz stacionaru
stavokli, un tad atruma profils ir parabolisks (Puazeja plisma). Mazas stacionaras plismas
perturbacijas noved pie tranzientiem efektiem, kuru uzvedibu var studét ar linearas stabilitates
analizi [27].

Apskatot harmoniskas suspensijas stavokla perturbacijas, tika iegiita robezprobléma ceturtas
kartas parastam diferencialvienadojumam, kas apraksta perturbacijas plismas funkciju
atkariba no perturbacijas vilpa garuma un virziena, ka ar perturbacijas augSanas vai dilSanas
eksponentes. So robezproblému var uzskatit par klasiskas Orra-Zommerfelda problémas
visparinajumu: atrast kompleksa parametra c vertibas, pie kuram robezproblémai

4
> Jk(y,a, Re, Cy, So, )05 d(y) = 0
k=0

ar homogeniem Dirihle robeznosacijumiem eksiste netrivials atrisinajums. Plismas stabilitati
nosaka komplekso Tpasvertibu ¢ imaginaras dalas zime.

MATLAB vidé tika realizétas vairakas skaitliskas metodes S$is problémas komplekso
visparinato IpasSveértibu atraSanai. Labakie rezultati tika iegiiti, izmantojot lineariz€tas
problémas diskretizaciju CebiSeva rezgi, ka arf izmantojot iebiivéto funkciju bvp4c [32].

legtitas plismas neitralas stabilitates liknes dazadam fizikali realistiskam parametru veértibu
kopam - liknes, kas parada, pie kadiem Reinoldsa skaitliem plisma ir stabila pret
perturbacijam atkariba no vilpu skaitla. Rezultati apstiprina eksperimentos noveéroto faktu, ka
Skiedru klatbiitne paplaSina kanala plismas stabilitates regionu. [36].

PGD metode ir skaitliska metode daudzdimensiju parcialu diferencialvienadojumu skaitliskai
risinasanai, seviSki tenzorreizinagjuma geometrijas. Mezoskalas reologijas vienadojumi ir
paraboliska tipa vienadojumi fazu telpa, kurai var biit patvaligi daudzas dimensijas (tipiski 20
lidz 100). Salidzinajuma ar parastam skaitliskajam metodém (pieméram, galigo elementu
metodi), kur brivibas pakapju skaits aug eksponenciali, paaugstinot dimensiju, PGD metodei
brivibas pakapju skaits aug tikai lineari ar dimensiju, kas padara to par 1pasi pievilcigu
kandidatu reologijas vienadojumu skaitliskai risinaSanai.

Metodes pamata ir ideja meklet atrisinajumu ka vienargumenta funkciju reizinajumu summu:

U(Q‘Cl,...,ﬂfn) ~ i ﬁ Uzk(zl)a

k=11i=1

kur nezinamas funkcijas aprékina rekursivi pa k. So summu ievieto vienadojuma, reizina ar
testa funkciju un integré pec visam koordinatém, izgemot vienu (viena argumenta funkciju
reizindjumu tenzorreizinajuma apgabala integrét var loti efektivi); rezultata iegtist probléemu
vaja formul&juma pret vienu viena argumenta funkciju. Parciala diferencialvienadojuma
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risinaSana n dimensijas tiek reducéta uz daudzu parasto diferencialvienadojumu risinasanu
viena dimensija.

PGD metode ir sam@ra jauna un programmatiira, kas So metodi realiz€, nav brivi pieejama,
tapéc pirmais solis bija iepazities ar So metodi vienkarSiem vienadojumiem - Laplasa
vienadojumam, siltumvadiSanas vienadojumam, vilpu vienadojumam. Tika pétitas dazadas
programmeésanas stratégijas, sakuma tuvinajuma izvéles ietekme uz metodes konvergences
atrumu konkrétiem vienadojumiem atkariba no labas puses.

So studiju mérkis ir PGD metodes realizé$ana parcialu diferencialvienadojumu risinasana
sféru un intervalu Dekarta reizinajumos [39]. Sferas parametrizacija polarajas koordinatés dod
tenzorreizinagjuma tipa reprezentaciju, tacu vienadojumi ar konstantiem koeficientiem
sferiskajas koordinatés parvérSas sarezgitakos vienadojumos. legiitas pirmas PGD versijas
Sada tipa vienadojumiem; darbs pie §is projekta dalas v€l turpinas.

Citi pétjjumi. Tiek pétitas skiedru suspensiju reologijas vienadojumu kvalitativas pasibas:
atrisinajuma eksistences, unitates un stabilitates jautajumus Bohnera telpas, lietojot
funkcionalanalizes metodes. Uzlabojot kadas nevienadibas formul§jumu un vienkarSojot
pieradijumu, visparinata eksistences un unitates teoréma mezoskalas reologisko vienadojumu
sistémas vajajam atrisinajumam. Jaunaja formulgéjuma avotu funkciju augSanai vairs nav jabiit
ierobezotai ar polinomiem; pietiek, ka §7s funkcijas ir klase C*.

Projekta iegiitie rezultati prezenteti starptautiskas konferences: Latvijas Matematikas
konferencg[11,27], divas MMA konferencés [32] un ECMI konferencé [36], tai skaita divos
plenarreferatos. Viesojos Fraunhofer ITWM instittita Vacija, prezent&jot projekta tematiku un
pirmos rezultatus. Publicéts raksts Nonlinear Analysis, sagatavoSana vél vairaki raksti. Dazi
legiitie rezultati ieklautti macibu procesa Latvijas Universitaté, piemeram, kursos
“Matematiskas modeléSanas principi” un “Matematiska modeléSana”. TieSa saistiba ar
dazadam projekta petijjuma t€mam izstradati un sekmigi aizstaveti tris bakalaura darbi —
Ansis Ozolins, Karlis Olte, Martin§ Eglitis (izteikta Rektora atziniba par sekmigu zinatnisku
darbu)).

Publicétie, pienemtie un iesniegtie publicéSanai darbi un referatu tézes.

Zinatniskie raksti (recenzétos izdevumos)

1. A.Reinfelds, J. Cepitis, O. Dumbrajs, H. Kalis, and D. Constantinescu, Numerical
experiments with single mode gyrotron equations, Mathematical Modelling and
Analysis 17 (2012), no. 2, 251 — 270.
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J. Cepitis, O. Dumbrajs, H. Kalis, A. Reinfelds and U. Strautins, Analysis of equations
arising in gyrotron theory, Nonlinear Analysis: Modelling and Control 17 (2012),
no.2, 139 — 152

A Reinfelds, Conjugacy of discrete semidynamical systems in the neighbourhood of
invariant manifold, Springer Proceedings in Mathematics (2012) (pienemts
publicésanai, 8. lapp.)

A.Anisimova, M. Avotina and 1. Bula, Difference equations and discrete dynamical
systems - Two sides of one whole" Proceedings of 13" International conference
“Teaching Mathematics: Retrospectives and Perspectives” held in Tartu, Estonia, May
30 — June 1 (pienemts publicéSanai).

A.Anisimova, M. Avotina and 1. Bula, Periodic orbits of single neuron models with
internal decay rate o< g <1. Mathematical Modelling and Analysis (iesniegts
publicSanai).

S.Blomkalna, Heat conduction problem for double-layered ball. Mathematical
Modeling and Analysis (iesniegts publicéSanai).

A. Latz, U. Strautins, D. Niedziela, Comparative Numerical Study of two concentrated
suspensions models, J. Non-Newtonian Fluid Mech. (Elsevier) 165(13-14), 2010,
764-781

D. Niedziela, U. Strautins, V. Hosdez, A. Kech, A. Latz: Improved Multiscale Fiber
orientation modeling in injection molding of short fiber reinforced thermoplastics:
Simulation and Experiment, The International Journal of Multiphysics. Special
edition: Multiphysics Simulations - Advanced Methods for Industrial Engineering.
Selected Contributions from 1st Fraunhofer, Multiphysics Conference, 2011, ISBN
978-1-907132-36-0

Konferencu tézes

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

J. Cepitis, Boundary value problems for the systems of self-similar equations,
Abstracts of 8" Latvian Mathematical conference, April 9 — 10, 2010, Valmiera,
Latvia, p. 21.

A Reinfelds, Reduction principle in the theory of stability for homogeneous
differential equations. Abstracts of 8" Latvian Mathematical conference, April 9 - 10,
2010, Valmiera, Latvia, p. 51

U. Strautins, Wall Effects: Geometrical constraints for fibre orientation, Abstracts of
8™ Latvian Mathematical conference, April 9 - 10, 2010, Valmiera, Latvia, p. 58

A Reinfelds, Reduction principle in the theory of stability for strongly nonlinear
equations. Abstracts of 8" AIMS International conference on Dynamical systems,
differential equations and applications, May 25 - 28, 2010, Dresden, Germany, p. 305
J. Cepitis, Solvability of the boundary value problems for certain self-similar
equations, Abstracts of the 15" Conference Mathematical Modeling and Analysis,
May 26 — 29, 2010, Druskininkai, Lithuania, p. 12.

J. Cepitis, Extension of results guaranteeing a priori estimates of the boundary
problem solutions and their derivatives, Abstracts of 16" International conference on
Difference equations and applications, July 19 — 23, Riga, Latvia, 2010, p. 15.
A.Reinfelds, Decoupling and simplifying of noninvertible difference equations.
Abstracts of 16" International conference on Difference equations and applications,
July 19 - 23, 2010, Riga, Latvia, p. 47
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A Reinfelds, Reduction principle in the theory of stability of impulsive equations.
Abstracts of International conference "Functional differential equations and
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