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| Pirms aptuveni 30 gadiem A. Buikis defingja jaunu splainu klasi: integralos splainus.
Integralie paraboliskie splaini (IPS) pirmo reizi tika definéti A. Buika darbos [1], [2] un
nepublicétaja monografija [3]. IPS un attiecigi integralais racionalais splains tika defin&ti
nepartrauktai, gabaliem gludai funkciju klasei, kas apraksta procesus kartainas vides. Raksta
[4] formuléts IPS visparinajumu: taja tika pieradita visparinata integrala splaina (VIPS)
eksistence un unitate. VIPS apraksta procesus divkarsas kartainas sist€émas: kad starp diviem
slaniem atrodas starpslanis. Visai biezi starpslanis var biit plans un tad ar konservativas
viduvésanas metodi to var aproksimét ar linearu funkciju. Citiem vardiem: ir definéti
integralas vertibas aproksimgjosi splaini, gan polinomu forma, gan racionali, kuri spgj
aprakstit arT robezas slanus. To priekSrociba: vinu definicija ietver sevi nosacijumus, ka tie
izpilda saglabasanas likumus, kuri ir izpilditi parcialajos diferencialvienadojumos. Tie ir
izmantojami gan homogenas vides, gan kartainas vid€s, gan ar1 gadijumos, kad kadas vietas
var biit atrisinajuma vai ta pirma atvasinajuma l&cieni. Tacu visos gadijumos tika apskatitas
nepartrauktas funkcijas, kuras uz divu slanu robezas nepartraukti pariet no viena uz otru slani.
Tacu koncentracijas laukiem, kimisko reakciju gadijumos iesp&jams pirma veida l&ciens
funkcijai vai atvasinajumam. Tas tika izdarits un atspogulots raksta [8]. Seit tiek piedavats
jauna abu integralo splainu “normalizéta” forma.

Apskatam apgabalu Q < R'. Dota nepartraukta gluda funkcija U (x), x e [a,b], kurai ieks&jos

x,, i=1,N funkciju un tas pirmajam atvasinajumam U '(x) ir l&ciens® , i =1, N paai funkcijai

U(x), xela,b]unQ,,i=1N atvasingjumam U '(x). Divos Zim&umos att&loti I&cieni funkcijai
U (x)

x) un atvasingjumam U '(x).
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Ka jau tika teikts, ka, ja ©,6 =0,i= 1_N mes ieglstam nepartrauktu funkciju un ar

©®,=Q, =0,i=1N ieglistam IPS no rakstiem [1] - [4].

Tatad apskatam funkciju ar ipasibam:

kFU’(xi—O)+Q—i=kiU ’(xi+0)—&. (1.1)
2 2

1

U(xi—0)+%:u(xi+0)—%, i=1N . (1.2)
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Papildus ir dotas integralas vertibas apakSsegmentos [x,.x, , ]
i+l

X
u,=H " IU(x)dx, H =x_, —x

i i+1 i’
X

i- 0N (1.3)

Klat japievieno robeznosacijumi funkcijai U (x) gala punktos x = a un x = b, kuri sevi iever
visus trTs parastajiem un parcialajiem diferencialajiem vienadojumiem:

-v,k,U'(a)+ 1,U(a)=a2, (1.4)
vk,U'(b)+ AU ()= ,

K U(b)+ 24U (b) =, (L5)
v, =01 v, +4,>0, |I=01.

So interpolacijas problému risina ar polinomiala splaina palidzibu:

[(x - x.) ]
S(x):ui+mi(x—>?i)+ei‘w_&|’
L RS
v Xi+Xi+1 Hi
Xp=— Gi=—>0
2 k.

Nezinamo 2(N + 1) brivo koeficientu atraSanai mums ir tiesi tik daudz vienadojumu (1), (2),

=

(4) un (5). Lidzigi ka ieprieksgjas publikacijas [8]-[11], koeficienti m, var tikt izteikti caur
koeficientiem e, divas formas:

a) (forma uz prieksu) indeksiem i = 0, N -1

3mk (G, +G,,)+¢e (G, +3G, )+

@.7)
+2€,,6,,,+3Q,,6,,+606,, =6(u_,-u)
b) (forma atpakal) indeksiem i = 1, N
3km (G, +G,,)-¢e,(G, +3G,,) -
t.7,)
-2¢,,6,,-3Q,G,,+60, =6(u; —u;,)
Koeficientu m, izslégsana vértibam i =1, N -1 dod vienadojumu sistému koeficientiem e,
(ta visparina agrako vienadojumu sistému):
ae,_, +ce +be,, =
= fou - fup s fru+ (L.8)
+3Q,,a,+3Q,b, +20, " -20 f ,
i=1,N -1
Seit f, = £ + f.'un
»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikalo procesu modelésana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpéte”
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G i-1 G i+1
a, = , = ,
Gi+Gi—1 Gi+Gi+1 (19)
. 3 X '
f, = . f =
G. +6G G. +G

Robeznosacijumiem (4), (5) nepiecieSami divu veidu apzim&jumi, jo konkrétas parametra
vertibas nosaka, kurus apzZim&jumus izmanto:

1) 2, #0 (una, = 0). Tad

2v 2v
0 1
G.,= 1] Gy = P
’ ' o@.10,)
() [}
0 1
u, = o Ugag =
2, 2,
2) A, =0 (una, =0). Tad
G,=2v,-G,, G, ,=2v, -G, (1.10,)
u,=®,+u,, u,, =® +u,

Robezas nosacijumi dod pirmo un p&dgjo vienadojumu:

(l+a, +b,)e, +b,e,

= fou, - fu, + flu +
+3Q.,a, +3Q.b. +26 fr-20 f
170 0~ 0 1°0 00 (111)
aje,,+@+a, +b e, =
= fNiuN—l_ fNuN + fN+uN+1+
+3Q,,a, +3Q,b, +20  f -20 f, .

=1.

Gadfjumami, = 0 (4, = 0) ir specialas formulas koeficientiem a, un b :a, = b,

Lidzigi ka ieprieks var dot koeficientu atklatas izteiksmes caur papildus matricu beta:

0,N.

N
o U, + 7i(1) fou,, + > B Ui (1.12)
j=0

Koeficienti reprezentacija (12) tiek noteikti no trijam vienadojumu sistémam.

a) Sistemay *':

(0) (0)

L+a, +by)r, +byy, =1
+(L+a, + bi);/i(o) + bi7i(+01) =

(1.13))

i=1,N -1

(0)

+(P+a, +b, )y, =0

@)

b) Sisteéma koeficientiem y |
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=0, i=1,N-1

(1) (1)
aNyN—l+(1+aN +bN)7N =1

(1.14)

5., - fe +f]s

i+1,j°?

i=1,N -1

_Q)
S
|

+
—

[y

+
o

+
=
~
=

+
=
£

|

Kopa ar doktoranti Solvitu Kostjukovu tatad izstradats integralais paraboliskais splains
partrauktai un gabaliem gludai funkcijai. Par So pétijjumu interesi izradija ASV profesors
Siavass Sohrabs, jo §ads splains piemerots triecienvilnu analizei.

Il. M@s apskatam IPS lietoSanu siltuma parnesei ar konvekcijas un siltuma parneses palidzibu
[19]. Apskatam kartainu strukttru, sadalot procesu divas dalas: temperatiru lauks poraina
videé (pirmais vienadojums sist€éma (1)) un temperatiira slani un porainas vides matricai slani.
Tatad ar konservativas viduvésanas palidzibu ieglistam sisteému:

oT o°T o°T
—= f(x,y) 2+a22(x,y) 2,x;tx(k),y,t>0,
ot ox oy
oT o't B, ot B, oT oT
—:akz(x,y) 2+—k— St -w, —+a, (0, -T),
ot oy 20X [, 2 OX |y, oy
X = x(k),y,t>0, (2.1)
00 2’0 00
— b (Y)W — S+ (T-0,),0,] =0,(t),
ot oy oX y
0 0 1 1
T|t:0 =T (X' y)’ ®k|1:0 = ek(y)’TL:xl(k),y:O = Tk (t)'T|x:x1(k).y:0 =T (X’t)‘

Megs izmantojam iepriek§€ja punkta iegiito IPS forma:

_ |—(X—Z)z Gi—| X+ X
|, X, =

H (2.2)
S(x)=u,+m, (x-Xx)+e|————-—] X, =—=, G, =—>0
k

| kH, | ' 2 i

[y
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X, L
u, = Hif1 )J(’»U (x)dx, H,=x,,-x, i=0N 2.3)
k,,U'(x,-0)+ Qo k.U'(x, +0)- Q (2.4)
2 2
Uk —0)+ 20U +0)- 20, LN (2.5)
2 2

Isi dosim pieméru konservativas viduvé$anas metodes izmantoSanai vienas dimensijas siltuma
vadiSanas vienadojumam:

2

ou, 8  d'U, S —
c, —=—(k, =)+ F(x, 1), x, < x < X, ,,i=0,N,x
ot ox oX

1 ,=a,Xx,,=bte(0,T], (2.6)

U, ,(x,=0)=U(x,+0)k,_, Wil -0) k, G 0), (2.7)
X ox
—v, kK, M@, AU, (a) = @, (1), vk, M), AU (b) = @ (1), (2.8)
oX oX
U, (x,0) =U(x). (2.9)
Viduvéta vertiba u, (1) :
1 Xis1
u () =— I U, (x,t)dx,H, =x,, - x,,i=0,.,N.
Hi X;
Gala rezultata iegiistam:
d o [N ] S—
C, %: H_| Z ﬂijui + 7i(0) foiufl + 7i(l) fN+uN+1 | + fi(t)'i =0,N,te(0,T]. (210)
t | o

Ja apskatam sisteému stieni ar starpstieniem, tad formul&jums ir $ads. Pamatstieniem:

2

~ oU, 6(k~an) ()U~ F ()
C = K - g, (YU, + F (x,1),

ot ax ox (2.11)
X, < X< X, i=0,N, x, =a, X,,,=X,,=0b,1te(0,T].

Vienadojumi starpstieniem:

2

ouU . 0 o°U.
Ci_iro =t = — (ki) -—1/2)_ A4V,
at ax ax (2.12)

+F L, (x0), x < X< X,i=1N.

i-1/2

Saistibas nosacijumi uz stieniSu un starpstieniSu virsmas punktos x,x, ,,,:

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikalo procesu modelésana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpéte”
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U i—1(Xi—1/2 -0)=U i—l/Z(Xi—llz +0),

) (2.13)
U, -0)=U,(x,+0),i=1N,
k”i_l 8U~i71(xi71/2 - 0) _ ki_llz ouU i71/2(Xi71/2 + 0) |
3 J - (2.14)
ki71/2 ° iil/Z(Xi 9 = k~i ou i(Xi + O).
ox ax

Visbeidzot, izrakstam RN (11) malgjiem stieniSiem un sakuma nosacijumus (16):

ou  (a)
—v k, ———+ 2,U_(a) = D (1),
ox (2.15)
ou , (b)
vk, ———+ U (b) = @ (1),
OX

U (x,00=U°(x),U,_,,(x,0)=U", (x). (2.16)

Ka redzams, vienadojuma

Xis X 4y, 1= 1,...

koeficientiem ir partraukumi 2N iekS€jos

punktos
,N . Tehniskas (dabiskas) sisteémas biezi izpildas $adas nevienadibas:

Koty << min (ko k)i =L N, x =X, = H,_,, <min(H,_H,)

Tados gadijumos matematiskajos modelos pienem, ka starpslanos var ielikt linearu attieciba
pret x .

Problémas (11)-(16) atrisinajums ir nepartraukta taisnstiri {x <[a,b]} ® {te[0,T1}
funkcija:

jU~i(x,t), ja xe (x,x_,,).i=0N,
U (x,t) =

(U, (1), ja xe (x X ),i=1N.

i-1/2" "7

[y

Integrétas pret argumentu x vid€jas veértibas u, (t) saskana ar VIPS 1pasibu definé $adi

- X.,i=0,N.

i+1/2 i’I

0 (t) = | U, (x,t)dx, H, = x
H X

d . _ Xiv1s2
L -, (00, + f,(0), f,(1) == [ F(xdx
dt X H,

(2.17)

ST vienadiba (17) ir preciza. Tagad labas puses pirmo locekli aizvietojam ar splaina
atvasinajumu:

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikalo procesu modelésana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpéte”
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k~ aU" X=Xii1/2 l;' dS" X=Xii12 ~
2 x ==L (2.18)
H, ox s H, dx » H,

Reprezentacijas ievietosana vienadojuma (18) dod vienadojumu:
T ]
A N —|Y By, +7|‘°’f G+ 7 @ (2.19)
Hy ox | L: |

So izteiksmi ievietojam formula (17) un ieglistam vienadojumu kopa ar viduvéto sakuma
nosacijumu:

cdi, kTS s g g -
ci_t:”_lzﬂijuj+7i foLLl'i_yi fNuN+l|_qi(t)ui+fi(t)’
Limo J (2.20)
1 0
u,(0) = — J‘ U, (x)dx
Hi X;

Sis Ko$1 problémas atrisindjums parasto diferencialvienadojumu sistémai (analitiski vai

skaitliski) funkcijas u, (t),i = 0,N. Tas atlauj atrast no visparinata IPS (VIPS) reprezentacijas

un formulam visus koeficientus é.m , un rekonstruét atrisindgjumu U (x,1),i=0,N

elementarajiem stieniSiem.

VienkarSakais veids, ka atrast atrisingjumu starpstieniSiem, ir izmantot linearitates
piepémumu. leglistam:

X, — X N X=X
Ui, (6 =U (X ) =+ U (X ) ———

i-1/2 H i-1/2

VIPS definicija dod:

U, (x t)+U (xl,t)

2

i-1/2"

1)
Uiy, (1) =

Otra iesp€ja ir vienadojuma (12) integréSana x - virziena:

X=X,
du. k. ouU .
_1/2 “1/2 “1/2
Ciiir I = — I =050, + Fiy, (1),
dt H,.,, ©0x
X=Xi_1/2
t.i.
dU.(Z)
i-1/2 e
Ci_iro dt T Uiy YUy, = fi—llz(t)‘
1
(2) 0
u_ 1/2(0) = U = J. U i—1/2(x)dx'
Hi s Xi 12

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikalo procesu modelésana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpéte”
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Atskiriba starp abam pieejam |u)  (t)-u”),(t)| parada kludas lielumu konservativas

viduvésanas metodei problémai.

Divu dimensiju problémas redukcija uz vienas telpas koordinates problemu. Doti
vienadojumi:

( [ )
"o :aka11 ox J+ayLk22 oy Jw“(\/k_Uk)/(l_mkhq)k(x’y’t)’

) ( ( a,, 8

c, = K, + K,, — |+ . —Vk)+l"k(x,y,t)——(wkz Dk
ot 6XL 6xJ 8yL 6yJ m oy

(2.21)

Mgs izmantosim originalo konservativas viduvé$anas metodi un tad€] definésim vidgjas
integralas vertibas:

u (x,t)=H_ " j U, (x,y,t)dy,v, (x,t) = H j V, (x,y,t)dy. (2.21)

Integréjam 2-D diferencialvienadojumu (21) y - virziena. Nakamais solis ir funkciju
U, (x,y,t) Un v, (x,y,t) aproksimacija ar integralo parabolisko splainu vy - virziena. Ka tas
tika paradits ieprieks, splaina konstrukcija reducéjas uz ta koeficientu e,k = 0,...,N (

indekss (u) atspogulo ta saistibu ar funkciju U, (x, y,t) ). Lidzigi ka ieprieks ieglistam:

ou ( L ou ) a
ck K L J el (v, —u, )+ o, (x1)
OX 1-m
2 [N ) . 1
+ |Zﬁ(U)uj+7i(OVU)fo u—1+7/i(1VU)fNuN+1|'

Hk|_J0

Lidziga veida tiek transformé@ts diferencialvienadojums un gala rezultata no diviem 2-D
vienadojumiem ieglistam 1-D sistému konstantiem koeficientiem:

o oV )
=—| K
* ot axL“ax

2 1Y 0) ¢ - @) ¢+ |
J H. Zﬂij Vit7i fov o +7i vl

a Yi+1 2
k,2 -
+——(u, -V, )+ Hklj r (x,y,t)dy - —(w
m oy

k Yi

k,2 k)

Iegiito sisteému var risinat ar matricu faktorizacijas metodi.

Sadarbibai ar fiziku grupu stradaja R. Vilums, kur§ apguva fiziku atvérta koda paketi un
centas to izmantot elektrisko droSinataju problémai. Ka jau atziméts, vin§ 2010. gada
decembra ménesT aizstaveja matematikas doktora gradu.

DaZzadu matematisko modelu skaitliska realizacija ar galigo tilpumu metodi atvérta pirmkoda

programma OpenFOAM, ka arT ar konservativo viduvéSanas metodi ieglito modelu realizacija
ar galigo elementu metodi; rezultatu salidzinasana.

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikalo procesu modelésana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpéte”
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Automasinu droSinataja matematisko modelu skaitliskie aprékini un savstarpgjs
salidzinajums; cilindriskas un paral€lskaldnu geometrijas. Dro$inataju elementa matematiska
modela izstrade un aprékini ta uzkarSanai un pardegSanai, nemot veéra kuSanas latento
energiju.

Atverta pirmkoda programmu paketes ,,OpenFOAM” macibu aprakstu veidoSana latviesu
valoda. No temperatiras atkarigu, laika mainigu 3. veida (Robina) robeznosacijumu
realizacija programma OpenFOAM.

R. Vilums pilnveidoja OpenFOAM 2.0 harmoniskas interpolacijas aprékinu pirmkodu péc
OpenFOAM Extend 1.6-ext projekta jaunaka parauga, un to kompil&ja. Izveidoja skaitliska
testa piemeru, veica ta aprékinus un salidzinaja ta rezultatus starp harmoniskas un linearas
interpolacijas izmantoSanu, ka ar1 ar rezultatiem no stacionara analitiski iterativa matematiska
modela, kas realiz€ts programma Maple. Veicot izvedumus, parliecinajas, ka modificéta
harmoniskas interpolacijas pirmkoda izmantoSana programma OpenFOAM ortogonala rezga
un mainiga siltuma vadiSanas koeficienta gadijuma realiz€ siltuma pliismas un temperatiiras
nepartrauktibu starp slaniem Laplasa operatora diskretizacija. Rakstija aprakstu par
harmoniska vid&ja izmantoSanu un realizaciju.

PiedaliSanas 6. starptautiskajai konference ,,Baltic Heat Transfer Conference” (BHTC), kas
notika Somijas pilséta Tamper€, ar referatu ,,Comparison of Conservative Averaging and
Finite Volume Methods in Mathematical Models of Automotive Fuses” un konferencé
»Multiphysical Modelling in OpenFOAM” Riga ar referatu ,Implementation of Transient
Robin Boundary Conditions in OpenFOAM”.

Pilnveidoja saplak$pa matematiska modela realizaciju programma OpenFOAM, ievadu
funkcijas un koeficientus, meklgja informaciju par trikstoSajiem koeficientiem. Veica testa
aprékinus un analiz€ja rezultatus. Meklgja un pétija publikacijas par saplak$niem un koksni,
to struktiru un fizikalajam Tipatnibam. Meklgja publikacijas un noskaidroju koksnes
siltumietilpibas, blivuma un siltuma vadamibas aprékinasanas formulas, ko ievadu ieprieks
iesaktaja OpenFOAM risinataja programmas pirmkoda. Veica izvedumus, lai salidzinatu ar
matematisko modeli, kas piedavats Cepisa u.c. (2001), Buika u.c. (2008) un Didrihsones
(2010) publikacijas. Izveidotas animacijas vairakiem OpenFOAM programmai Iidzi
nakoSajiem  matematisko modelu piemériem (shallowWaterFoam/  squareBump,
settlingFoam/ras: tank3D un dahl; twoLiquidMixingFoam/ lockExchange), kas iepriek$ tika
aprekinati.

Turpinas darbs ar koksnes un saplak$nu matematiskajiem modeliem.

Pilnveidots OpenFOAM risinatajas programmas pirmkods, veikta tas kompilacija. Sagatavots
piemérs ar diviem slaniem, kam dazads sakotn&jais mitruma saturs. Veikta vairaku siltuma un
masas parneses procesu aprékinus: vispirms tiek nemta veéra tikai siltuma difuzija, péc tam
pievienota piesaistita mitruma diftizija, ka ari Gdens tvaika plisma. Laplasa operatora
diskretizacija tiek izmantota gan lineara, gan harmoniska vaditsp&as koeficienta
aproksimacija. Aprékinu rezultatus salidzina sava starpa. Papildina saplaksna modela
OpenFOAM aprékinasanas piemé&ru ar papildus diviem slaniem, veica aprékinus pie dazadiem
nosacijumiem, salidzina rezultatus.

III. Liela uzmaniba tika veltita arT sistémam ar vienu vai pat divam ribam. So dalu veica M.

Lencmane, M. Buike un A. Buikis. PriekSstatam aprakstam problémas formul&umu un
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atrisinajuma iegisanu sist€émai ar divam ribam. Piepemsim art ka visa sist€ma sastav no viena

materiala, tatad k = k, = k,. Lidz ar to paliek tikai divi Bio skaitli

h-(B+R) h, (B +R)
ﬁ:ﬂm:ﬂzz:ﬂzs:#; ﬁozﬂu:ﬁlz:ﬂm:#'

Saja vienkar$ota gadijuma galvends sienas temperatiiras U (x, y), labas ribas temperatiiras

U (x, y) un kreisas ribas temperatiiras U , (x, y ) vienadojumi ir:

C 2 2% g xefo, 6] ye o]} (3.1)
oX oy
28 2Y o xels. s +1) yelo bl (3.2)
oX oy
20 28 o (ke[ 1, 0] yeo bl (33)
oX oy

ou | :au0| :au| NCCH (3.4)
ov b oyl avl, ey,
Pargjie robeznosacijumi vienkarsojas
“+p,1-u,] =0,ye(b,1) (3.5)
OX 0
( °+ﬂuo\ =0,ye(b1) (3.6)
\ ox s
ou
(—+ pU ) vsn=0,ye[0,b] (3.7)
\ ox y
[oU ]
{—+pU LY ,=0,xe[s,5+1] (3.8)
L 9y J
(aul w
+B,[L-U,]ll,_, =0,yelo0b] (3.9
 ox J
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[ou ]
i 61+IBO[U1_1]J>y:b:O'XE[_|1’0]' (310)
y

Saistibas nosacijumi starp sienu un labo ribu funkcijam u ,(x,y) un u (x,y) ir forma:

(3.11)

x=5+0

NosacTjumu (3.11), un robeZnosacijumu (3.8) lineara kombinacija dod mums iesp&ju

parrakstit tos, ka sekojoSo robeznosacijumu sienas labajai pusei, kur x = & :

ou
au —+pBU,0<y<h
f6°+ﬁuow =F,(5,y), F0(5.y)—jax
\ ox Moo o, b<y<i1

Saistibas nosacijumi starp sienu un Kreiso ribu funkcijam u,(x,y) un u ,(x, y) ir parrakstami

forma:

- U, 0<y<b
:Fl(O,Y),Fl(O,y)=J ox P y=0 (3.12)

x=0+0 {—ﬂo, b<y<1

0

oX

+ ﬁOU 0

Ja més piepemsim, ka funkcijas F (x,y), F,(x,y) ir zinamas, tad temperatiras sadalijjumu

sienai varam uzrakstit ar Grina funkcijas palidzibu:

U,(x,y)= —I F,(0,v)G,(x,y,0,v)dv + J F,(0,v)G,(x,y,6,v)dv (3.13)

Kur Grina funkcija ir:

* G, (x¢)G,, (v,v)

Gy(x,ysv)= Y

m,n

2

N [(7[~n)2+/4m

« ?on (X, . (s)

o,m ‘

G

2

Pom

Gy, =cos[nz(y+v)]+cos[nz(y-v)] o,, (x)=cos (g, x)+ f—osin (%)
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¢O,m 2 -

2uy 2ug pl+(B) 2

2

2 B, B ﬂ:1+(/80)2 5[ 1602]
+ + 1+ —
Hm

kur x  ir sekojosa transcendenta vienadojuma saknes

w\Bo + B
9 u,0) - Lol P
Ho _ﬂgﬂ

Diemzel m&s nevaram lietot atrisinajumu (13), jo funkcijas F (x,y) un F (x,y) nav

zinamas, jo nav zinamas funkcijas u (x,y) un u (x,y) . Tapéc tagad pieversisim misu
uzmanibu atrisinajumam, kas pieraksta temperatiras sadalfjumu ribas. Lidzigi ka ieprieks
nosacijumu lineara kombinacija dod mums iesp&ju parrakstit tos, ka sekojoSo
robeznosacijumu sienas labajai pusei, kur

(ouU ) ou,

La_erﬂUJ =F(s,y), F(s,y)=

+pU,,0<y<h.
ox

Lidzigi, ka sienal, atrisinajums temperatiiras sadalijjumam laba riba ir:

b

U(x,y)=-[F(@.n)G(x,y.6.7)dn ,
0
Kur atkal ietilpst Grina funkcija. Lidzigi ir ar kreiso ribu. Tad trTs robeZnosacijumi vairs

nav homogeni (homogéns paliek tikai simetrijas nosacijums). RobeZnosacijums uz kreisas

ribas kreisas malas:

)
_ﬂOUZlJ x:7|1:_ﬂovy€[0,b]. y

Ka arT robeznosacijums uz kreisas ribas augsejas malas:

[oU, ]
] +ﬂ0U1}y:h:ﬂ0,Xe[—|l,0]
L 9y J

Nosactjumu lineara kombinacija dod mums iesp&ju uzrakstit robeznosacijumu kreisajai ribai

sekojosi:
( ou W oy,
+ B,U, =F,(0,y), F,(0,y)= +pBU,,0<y<bh.
| ox ) ox
x=0+0
»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikalo procesu modelésana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpéte”
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Nemot véra visus robeznosacijumus atrisinajumu kreisai ribai iegiisim sekojosa izskata:

U,(x,y)= ,BO.[Gl(x,y,—Il,v)dv +J‘F2(O,V)Gl(x,y,0,v)dv - B, J‘Gl(x,y,ej,b)df ,(3.14)

o 6™ (x. 'y,
6 (it - G, ( e:) G, (y 77)’ 67 (1) = 2., ( )4012.(6)
ij=1 Moo+ A ‘(/1“
) v, (Y1) -
v (yom) = —, oy (x)=cos[u (x+1)]+=sin[u (x+1,)].
2‘(//“ H;

‘q)“ = — +;|Kl+ — |, q,ylvj(y)=cos[lj(y—n)}+cos[/lj(y+77)],
2 (
‘(//11 :iLb-i_ zﬂo 2J
‘ 2 A+ B,

Kur u,, 4, ir sekojoSo transcendentu vienadojumu saknes

M, tg (2,b) =

tg (1) = e
Vooul ) 2,

Tagad nointegrésim integralus atrisinajuma (3.14), kas ir atkarigi tikai no Grina funkcijam un

apzimésim iegiitos lielumus ar funkcijam no vy , jo tas ir zinamas.

" = 6 (x,-1,)- I 2,
Bo[Gi(xy =l v)dv =B, () ~i|25in (ﬁjb)~cos[ y}
0 i'j:l(ﬂiz +’12j)2HW1,i il

2

Bo [Gi(x.y,&.b)ds =5, ——

- 6.7/ (y,0) ¢,,(x) 1[
Tl 23) o

sin (u,1,)| - 2 (cos (uill)—l)J =c,(y)

“,

¢l,i

Ievedot vél apzim&umu C(y)=C,(y)-C,(y) temperatiiras sadalfjumu kreisa riba varam
izteikt pavisam vienkar$a forma:

U (x.¥) = [F,(0.v)G, (x,y.0,v)dv +C (y). (3.14)

0
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15 Nr.2009/0223/1DP/1.1.1.2.0/09/AP1A/V1AA/008




Ex ESF

*
* *
EROPAS SOCIALAS IEGULDIJUMS TAVA NAKOTNE *
EIROPAS SAVIENIBA
Tatad, lai atrastu atrisinajumus, vajag uzzinat funkcijas

F(s.,7)F,(5,7).F,(0,y),F,(0,7). Bet pietiekoSi zinat tikai divas no tam, jo zinot F(s,»), N0
mes atrodam arT F (5,7) un lidzigi atrodot F,(0,y), no atrodam arT F (0o,y). Lai atrastu
F(s,7), panpemsim atrisinajumu punkta (s5,») un parveidosim sakaribas. Lidz ar to ieglisim

Fredholma integralo vienadojumu funkcijai F (5,7):

b

F(6,y):—2,8_[F(6,77)‘GX(5,y,5,77)d77. (3.15)

x)

4,(£)6 (y.m)

2

Seit 6 (5.y,5.7) =
i (A7 + k)

Lidzigi varam atrast funkciju F,(o,y). Lidz ar to ieglisim Fredholma integralo

vienadojumu funkcijai F,(0,y):

F,(0,y)= J.FZ(O,V){;;X+ ﬁojel(o,y,o,v)dv + 5(y). (3.16)

2

IS y)= " (cusin (”ill)+ﬁocos(#ih)),i{—Zsin (/W»J»b)-cos[/i.y]1

T 2ol e AL ?
> (= p, sin (g, 1)), (y,b
- B, (- gy sin (y|1)+ﬁocos(y|21)) 1 (Y )L[sin (yill)|_ﬂ—°(cos(ﬂill)—l)]+
ii=t (yiz + ﬂ,zj)‘(o“ Hi M
Kur cos (yill)+ﬁ—°sin (u1,)]-
? M 1 r liy —|
+ BBy ” —— - —] 2sin (ﬂjb)~cos — |-
N 7 | " ! 2 )]
effg(y,b).{cos (1) + P2 sin (,lill)J
” H 1 By
NN - —{sm (yill)|——(cos (,uill)—l)]
ij=1 (#iz +,12j).‘¢,“ H H
Izmantojot (3.16) sakaribu var pierakstit ar1 sekojosi:
F,(0.y) = [F,(0.)r,(0,y.0,v)dv + D(y) - (3.17)

Tadgjadi izrékinot (3.15) un (3.17) dabisim visus nepiecieSamos lielumus, lai atrastu ar1

parejos nezinamos lielumus.
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Vel viena metode, ka var atrast funkcijas F(s,7),F,(5,7),F,(0,y) F,(0,7)_ sastadot

Cetras integralvienadojumus. Viegli varam dabiit sekojoSo vienadojumu:

Fo(x,y)==[F(8.,7)T(x,y.8,7)dn
g (3.18)

0
kur F(x,y,é,n):{—+ ﬂJG(X,yyﬁqﬂ)-

ox

Lidzigi ieglisim F (5, y):

F(6.7)=[F(0.7)r,(5.7.0,v)dv ~ [F(6,7)r(5.7.6,v)dv (3.19)
o
kur I, (x,y,¢,v)= {ﬂ +5JG0(X,Y:9V)-

legtisim F, (0,vy):
F(0,y)= 4T (0,y.cvidv =B [T (0. y,gv)d&+ [F,(0,v)r,(0,y,c,v)dv

Tagad mums atliek izteikt F,(0,y):

F,(0,y)= —IFl(O,v)FZ(O,y,g,v)dv +IF0 (6.v)I,(6.y,6.,v)dv,
kur Fz(x,y,g,v) = (;—X+ ﬂOJGO(X,y,g,v).

Galvenas sienas temperatliras U ,(x,y), labas ribas temperatiiras U (x,y) un kreisas ribas

temperattiras U | (x, y)vienadojumi ir:

Ve Ve o teefo.o)ye o), 24
X oy
alj+al;|:0,{X6[5,§+|],y€[01b]}' (25)
X oy

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikalo procesu modelésana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpéte”
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2 2

8U1+aUzl:0,{Xe[—|l,0],y€[01b]}- (26)
oy

2

OX

Robeznosacijumi ir homogéni un nehomogéni:

ou,| _au,| _eu| _ou, Y 27)
oy |, oyl evl., oy,

~+p,01-u,] =0,ye(b,1) (28)
OX o0
( °+/3UJ =0,ye(b,1) (29)
| ox s
ou
(2% pu ., =0 yeob] (30)
 ox )
[oU ]
{—+pU | _,=0,xe[s,5+1] (31)
L oy J
(aul+ﬂo[l—ulﬂx;l:O,ye[O,b] (32)
\ ox y .
2 1+/30[u1_1]];y:b:o,XE[_ul,o] (33)
L 9y J

Saistibas nosacijumi starp sienu un labo ribu funkcijam u ,(x, y) un u (x, y) ir forma:

U 0lx=s-0 = X=6+0 (34)
ou ou
: =— (35)
OX |, 50 OX |, 540

Saistibas nosacijumu un robeznosacijumu lineara kombinacija dod mums iesp&ju

parrakstit tos, ka sekojoSo robeznosacijumu sienas labajai pusei, kur x = ¢ :

ou
au —+ BU,0< y <b,
( 80+IBUOW —F0(5,y),F0(5,y)—J8x
L ox )x:(?fO {0, ,b<y<1

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikalo procesu modelésana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpéte”
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Lidzigi iegiistam:

ou

L+ BU,, 0<y<hb
+ .U, = F1(Ovy)! Fl(on)—J OX ot ,

x=0+0 {—ﬂo, b<y<1

oX

Ja mé@s piepemsim, ka funkcijas F (x,y), F,(x, y) ir zinamas, tad temperattra:

U,(x,y)= —J‘Fl(O,v)Go(x,y,O,v)dv +JF0(5,V)GO(x,y,5,v)dv

Lidzigi, ka sienal, atrisinajums temperatiiras sadalijjumam laba riba ir:

b

U(x,y)=-[F(s.n)5(x,y.6,7)dn

0
Atrisinajumu kreisai ribai iegiisim sekojosa izskata:

b b 0

U,(x,y)= ,BOJ'Gl(x,y,—Il,v)dv + I F,(0,v)G,(x,y,0,v)dv - 3, J'Gl(x,y,f,b)df

0 -1,

Iegtisim Fredholma integralvienadojumu funkcijai F (s,7):

b

F(6.y)=-28[F(6.7)G,(6,y.8,n)dn
Fredholma integralvienadojums funkcijai F,(0,y):

b .
F,(0,y)= IFZ(O,V)[;%(+ ,Bole(O,y,O,v)dv +D(y).
o

IV. Témas vaditaja un vina doktorantu uzmaniba liela méra $aja projekta ir saistita ar teérauda
rudiSanas jaunu metodiku. Nereti matematiska modeli vajadziga ne ta funkcija, kas atrodama
no diferencialvienadojuma, bet gan citi lielumi, kas tieSi vai netieSi saistiti ar problému.
Pieméram, tiek apskatita intensivas térauda riidiSanas probléma, kad notiek loti intensivi
siltuma parneses procesi. Més izmantosim hiperbolisko siltuma vadiSanas vienadojumu
terauda rudiSanas procesa matematiska modela izveidei. Ta ir jauna pieeja un més Saja
problematika esam pirmie pasaulé. Tadgjadi pie klasiska siltuma vadiSanas vienadojuma tiek
pievienota hiperboliska dala, kas rada nepiecieSamibu péc otra sakuma nosacijuma. Tomer
praktiski me&s nevaram uzdot atdziSanas atruma funkciju, kas ir nepiecieSams, lai uzdotu

sakuma nosacijumus. Tap€c izmantosim temperatiiras un tas pliismas sadalijumu procesa

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikalo procesu modelésana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpéte”
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beigas. Tatad no praktiska viedokla nav iesp€&jams izrékinat t€rauda rudiSanas procesa sakuma

plismu un to vajag atrast teorétiski, izmantojot matematiskos modelus.

Vienas dimensijas telpas koordinates gadijuma dota nostadne:

2 2

2'u  au  , 0%

T, ——a’——+ T (1), xe (0,H),te (0,T)H <, (4.1)
ot ot OX

(_kﬂ+hu\:h®(t),x:0,te[0,T], 4.2)

)

ﬂ:0,x= H, (4.3)

OX

U=U%x),t=0,xe[0,H]. 4.4

Seit k ir siltuma vadiSanas koeficients, c -ipatngja siltuma ietilpiba, h - siltuma apmainas
koeficients,a® =k /(cp) un p ir terauda blivums, r - relaksacijas koeficients. Pilnam

problémas formuléjumam nepiecieSams vél viens sakuma nosacijums:

v, () xe[0 ] t-0. (4.5)

ot

No praktiska viedokla Sis sakuma nosacijums ir nereals: nav iesp&jams izméerit temperatiras
mainu sakuma momenta un tas ir jaatrod matematiski. Ta vieta uzdosim eksperimentali
realiz€jamu nosacijumu, ka beigu momenta ir dots temperatiiras sadalfjums:

U(x,T)=U_,(x),xe[0,H]. (4.6)

Tagad izmantosim konservativas viduvéSanas metodi. Defingjam vid&o pa argumentu x
vertibu, pienemot neatkaribu pret telpas argumentu:

uo(t):Hfl}U(x,t)dx. 4.7

0

No vienadojumu sisttmas (1)-(6) ieglstam Sadu robezproblému parastajam
diferencialvienadojumam prét jauno funkciju:

2

d u du

0 0

+
dt

T

r 2 0

s — et —cpH (4.8)
dt Cy Cyh
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H

MU () (4.9)

u,(0) = ug

uO(T):uT:H'lj'UT(x)dx. (4.10)

0

Mums jaatrod lielums

du, (0)
V = ——.

0 (4.11)
dt

Lai atrisinatu So problému, més to sadalam divas apakSproblémas:
u, (t) = U (t) + w(t). (4.12)

Pirma no tam ir ar homogénu pamatvienadojumu:

d’0 do h _
+—+—u =20
dt ¢

H

T, 2

dt

Kopa ar nehomoggniem sakuma nosacijumiem:

da(0)
dt

u_(0)=u§, v

0"

Tas atrisinajums ir $ads:
t

u(t) = [u;’ cosh(At) + voﬂflsinh(ﬂt)Jeizr’. (4.13)

Otra probléma ir ar nehomogenu pamatvienadojumu un homogéniem sakuma nosacijumiem:

d’w dw h _ h
+—+—w=—0()+ f(t),

v 2
dt dt c, c,
_ dw (0
70y - AW _
dt

Atrisinajums ir forma:
oy t

w(t) = e J'q(t ~ )@ (r)dr, @(t) =7, [yO(t) + f(1)]e*" ¥ = L.
cH

0

Seit q (t) ir diferencialvienadojuma atrisinajums ar specialiem sakuma nosacijumiem:

4(0) = 0, dq(0) 1
dt

tad ir q(t) = B 'sinh(pgt).

Tatad ieguistam, ka:
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t ot

w(t) = ﬂ’le_z“ jsinh[/}(t ~)]®(r)d7 . (4.14)

Tadejadi kopuma iegiistam problémas atrisinajumu forma:

t

t T

jsinh[ﬂ(t ~)[r0(r) + f(z)]e’ " dz.

r o

e 27,

0

[ Vo 1o
UO(t):Lu cosh(ﬂt)+—snnh(ﬂt)Je Tt
B

0 ﬂ‘[

(4.15)

Tagad izmantojam papildus informaciju (6) - zinamo atrisinajumu beigu momenta. Tas lauj
nepiecieSamo informaciju izteikt vienkarsa un noslégta forma:

T

r T

v, = pu,e T pu; coth(BT) - rr’lf
sinh(AT)

W[f(r)+y®(f)]ezrrdf- (416)
sinh(BT)

Mg@s varam paaugstinat aproksimacijas kartu ar konservativas viduvésanas metodi problémai
(11)-(14) Iidz otras pakapes polinomam:

[ ’ 2]
U(x,t):uo(t)+m(t)(x—H—\+ﬂ|(x—H—\ —H—|. (4.17)
L 2J kH | 2J 12 |

Nezinamos koeficientus m (t), e(t) més nosakam no robeznosacijumiem un ieglistam:

[eM) -u,(®O](3 , 2 )
Ux,t)y=u,(t)+ ——— | —x" =3Hx+H" |
( 3k | 2 J

HLH +

h

IntegréSana pa intervalu x e [0,H] pamatvienadojumu iedod to paSu parasto
diferencialvienadojumu (11), atskiriba ir tikai divos koeficientos:

2
d’u, du, 3kh 3kh

T, S+ + u, = O(t) + f ().
dt dt ¢, (83k + hH) ¢, (83k + hH)

Papildnosacijumi (12)-(14) paliek tie pasi, tatad var izmantot iegttas formulas (19), (21)-(23),
aizvietojot parametrus g,y ar $adam izteiksmém:

1 4hr h
I - | 417
7o AR (.17

C, L1+;J C, L1+;J

r

Ka bija atziméts iepriekS, nosacijums <1 parada $§1 atrisindjuma ierobeZotibu,

Cy

aproksim&jot atrisindjumu U (x,t) ar konstanti. Aproksim€&jot funkcijuu (x,t) ar
reprezentaciju (17), més ieglistam vajaku ierobezojumu:
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Tas, no vienas puses, ir inversas problémas tuvinata atrisinajuma ierobezotiba. No otras puses,
més esam ieguvusi korektas problémas atrisindjumu slégta forma. Atrisinajums var tikt
izmantots ka sakuma tuvinajums pilnajai problémai vienadojumam (1) intervala x < [0, H ].

Paradisim dazus skaitliskos rezultatus problémai (11)-(14). Ka paraugu izmantosim t€raudu
AISI 1010 ar parametriem no rokasgramatas [22]. Apskatam stieniti ar garumu H =10.
Sakuma temperatiira stienitim ir 1000°K, apkartgjas vides temperatiira ir 400°K. Uzskatam, ka
materiala beigu temperatiira ir 450°K. Prakse $adi eksperimenti nav veikti, tad€l analiz&jam,
ka beigu moments ietekmé modeléSanas rezultatus. Abos zim&jumos redzams, ka process ir
nostabilizgjies abiem laika momentiem, kuri butiski atSkiras.

ternperatOras izmainas atkarba no tau_r izveles ternperatOras izmainas atkanba no tau_r izveles

1000 1000
800 800
800 800
700 700
600 800
500 500
0 05 1 15 2 25 3 0 1 2 3 4 5

1 t

Terauda AISI 1010 rudiSana atkariba no r, = 0.1;0.2;0.5sek un dazadiem procesa beigu
momentiem (T = 3sek.,T = 5sek. ), siltuma apmainas koeficients h = 50000.

To apstiprina art sakuma plasmas lielums. Ja laika momentam T = 3 plasmas v, lielums
atkariba noh = 10000;25000;50000 bija vienads ar -101,59; -247,03 un - 493,98, tad beigu
momentam T = 5 plismas atrums nedaudz samazinajas: -98,09;

-244,99 un -489,91. Patiesiba siltuma plismas lielums ir mainijies nedaudz, samazinot laiku
par gandriz 70%. Tika analizeta ar1 siltuma apmainas koeficienta ietekme uz procesa norisi.
Samazinot to desmit reizes, péc tam vélreiz desmit reizes, siltuma pliismas atrums izmainijas
visai maz. Svarigi, ka plismas paliek negativas un visai lielas. Redzams, ka relaksacijas laika
ieklauSana matematiskaja modeli dod saméra lielu negativu temperatiiras izmainu sakuma
momenta. Sada nozimé konservativas viduvéSanas metode izradas loti vértiga pieeja
sarezgitas problémas risinasanai.

Konservativas viduvéSanas metode ir izmantojama arT nelinearu robeznosacijumu gadijuma.
Izmantosim to §1 paragrafa sakuma apskatitajam hiperboliskajam diferencialvienadojumam
(1) ar RN: stieniSa kreisais galapunkta ir burbuloSanas RN [82], bet labaja galapunkta ir
Stefana-Bolcmana robeznosacijums:
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o’'U  au , 9°U
a

+

T, — + f(x,t),xe (0,H),te (0,T),H < =, (4.18)

ot

at ox’

ou m
_k_+ﬁ0m[u -0,(t)] =0,x=0,te[0,T],
oxX

(4.19)
aU 4 4
k—+glo'[U —@1(t)]=o,x=H,te[o,T],
0X
U], =U°(x).xe[0,H]. (4.20)

Izmantosim vienkar$ako aproksimaciju problémai: ar konstanti. Gala rezultata iegiistam $adu
parasto diferencialvienadojumu:

dzu0 du, £,0 " m
T + - uy = B, [u, —0,(0)] =-

"odt? dt ¢

810

e (t)+ f(1). (4.21)

H H

Sis diferencialvienadojums ir jarisina kopa ar sakuma nosacijumu un papildus nosacijumu
beigu momenta:

u,(0)=u,, u(T)=u, .

Sadu problému varam risinat ar skaitlisku metodi. P&c tam jaatrod plisma laika sakuma
momenta:

du, (0)
at

Vo

Turpmak attistita cita pieeja, risinot hiperbolisko siltuma vienadojumu. Tajas nemti véra arl
siltuma zudumi no sanu virsmam. Precizakam priekSstatam dosim matematisko formuléjumu
tris dimensiju hiperboliska siltuma vadiSanas problémai:

2

o’V oV k [a°v a8’V 8V )
T, = S+ e > |, xe(0,1),ye(0,b),ze (0,w),te (0,T].
ot ot CpL@X oy oz J

Pamatvienadojumam paraleloskaldnim pievienoti robezas (simetrijas) nosacijumi:

oV

ay

oV
OX

oV
0z

=0.

z=0

x=0 y=0
Uz parejam virsmam doti siltuma apmainas nosacijumi ar specialu tideni, nevis ellu, ka tas tiek
darits parasti (Seit h ir siltuma apmainas koeficients):

( oV ) ( 8V )

( oV =O,ﬂ:£, —+ BV =0, | —+ BV = 0.
< ) L )

)
L§+5VJ 0z

x=1 y=b =W

Sakuma nosacijumi doti forma:

AY
V| =V,(x,y,2), a_t =W, (x,y,2).

t=0

t=0
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Ka jau tika atzimé@ts, nosacijums eksperimentali ir nereals. Tatad sakuma siltuma pliismas
atrums ir jaatrod matematiski. Sim nolikam uzdodam fizikali korektus sakuma nosacijumus
beigu momenta:

v|

t=T

v
=V, (x,y,12), o =W, (x,y,2).

t=T

Substitticija, kura Jauj vienadojumu parveidot par Gordona —Kleina vienadojumu:

V(x,y,z,t):exp|(— \|U(x,y,z,t).
N Zz'r)

Vienadojums iegtst formu:

o°'U  a

12 U,xe (0,1),ye (0,b),ze (O,w),te (0,T].

Ja piepem, ka ir plans y,z - virzienos teérauds (wU I,b0 1), iegistam 1-D problému
b w

attieciba pret funkciju u (x,t): u(x,t) = (bw)_l jdyJU (x,y,z,t)dz.

62U zﬁzu r (1 1\ 1 ‘I
—=a, —; -cu,xe (0,1),te (0.Tlc=|B|—+—|-—F|
ox L Lb WJ 4z |

Mainas ar1 sakuma nosacijumi, kurus viegli atrast péc formulam. Tas atrisinajums viegli
uzrakstams ar Grina funkcijas palidzibu:

| 6 I
UOGD = [UG(E) =G (X, £,0d & + [V, (£)6 (x,,0d ¢,
0 at 0

Grina funkcijas izskats:

m,lgol(x)wi(g)sinh(t ‘afzf + c‘) . goi(x)(pi(f)sin(t«/afﬂiz +c)
G(X,§,t)=z 2 +z 2 2,2 ’
S el el
B

P, (x) = cos(/lix),”(pi”2

LN
2 2(4'+8%)

Naturalais skaitlis m ir dots $adi:

s o o1y o1

arli+|ﬂk—+—J7 2|<0,|:1,m71,
L b w 4TrJ

afli2+}—p’{l+iJ 121|>0,i=m,oo
L b w 4Tr_]
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Ipasvertibas 2, 1r transcendenta vienadojuma saknes: 2 tan(A1) = 2.

Inversa probléma ar eksperimentali nerealo sakuma nosacijumu (9) tiek risinata sadi.

Atrisinajums (15) beigu momenta t = T dod:

' d
Uy (0 = [U, () =G (x,&,0)|  d&+ [V, (£)G(x,&,T)d&
0 at 0

t=T

vali: J'K (X, &)V, (E)dE = f ().

Tadejadi iegiistam pirma veida Fredholma integralvienadojumu, t.i. nekorektu probléemu.
Lidzigi ir, ja izmantojam otro nosacljumu beigu momenta. leglstam Iidzigu nekorektu
probleému

L - - 0
[KOGEWV (£)dE = g,(x), K (X&) = gG(x,g‘,t)

' )
g,(x) = VT(X)—J.UO(Cf)?G(X,‘f,t) daé.

t=T
Tacu, ja doti abi nosacijumi beigu momenta, var rikoties citadi, transformgjot laiku:
t=T-t.
Pamata diferencialvienadojums nemaina formu. Abi papildus nosacijumi kliist par sakuma
nosacijumiem un iegtistam korektas problémas atrisinajumu:

! 5 . : .
U(X,t) = J.UT (é)ge(xrgrt)dé: - J.VT (é)G(ngvt)dé:

0 0

Tatad plisma sakuma momenta izskatas sadi:

' o° - ' B -
Vo(X) = [u (§) =56 (& D] dé - [v, (§) =6 (x.&, 0] d¢.
5 6t t=T g 5'[ t=T

Seit sikak tika analizéts uzdevums stienitim, ko kopa veica A. Buikis ar M. Buiki. Tas ir
svarigi, jo S§ie atrisindgjumi ir nozimigi citam projekta iesaistitajam personam. Vienas
dimensijas stieniSa uzdevums tika risinats kopa ar profesoru H. Kali, izmantojot specialu
galigo diferencu shému ar precizas diferencialas problémas ipaSvertibam un ipasfunkcijam.
Ideja: izmantojot taiSnu metodi, vienas dimensijas problému reduc€ uz otras kartas parasto
diferencialvienadojumu sistemu:

U (1) +U (1) = kAU (1),

0"

U (0)=U,.U(0)=V
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26 Nr.2009/0223/1DP/1.1.1.2.0/09/AP1A/V1AA/008




2. ESF b

EIROPAS SOCIALAIS I[EGULDIJUMS TAVA NAKOTNE i

FONDS

EIROPAS SAVIENIBA

5 . : : : 4 :
Seit A ir standarta 3-diagonal matrica ar N -1 kartu forma —{1;-2;1} . Kolonas vektori

h
. .. . ) oV (x,.,t)
U (1),U (1)U (1),U,,V, arelementiem u, (t) ~V (x,,t), u,(t)~ —
. o°v (x,,1)
u, (1) = —Z,uk(O) =V, (x.),v, (0) =V, (x,),k=1,N -1.
ot

. . _ Cr et
u=Bu, u(0)=u,.Seitu,u,u, kolonas vektori 2n -2 kartas forma (U;u) (U;U) ,

T : : _ (0 E )
(UyiV,) - B Ir 2N -2 matrica forma: =| _ e
7 kA -7 E)

Exact FDS, U(t) by x=0.5,N= 30,time—numbers= 536
0.7 T T T

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2

Atrisinajums laika t punkta x =0.5.
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Exact FDS,U(x) by t= 0.200000,N= 30, U(0.5) by N/2=0.042536

O : ; ? '
OO g ; :
09 ........ O .............. ............................ -
O : :
078 |2 woeme meme swmie some OO ----------- B s e saots s e samns stens e siane b i e o ke B
) : ;
o) : ;
07 ........................ O ........................... -
O .
Oo :
016 o e vera omin sssom ssen e s w150 s 5 B il S S —
. o
0.5 | v oo e v G s v v s | e e G e e o i v wipe o 2 s 4
5 ©
L e s s s mosis Biaom siows sotns 0 m2m 0 5 o i st i sl i it o e i s .
0.3 b oo so wws wos ao vos vag o as v e ............................ 2
) e
(172 AR SRS R P ERR TS 4
0.1 ............................. ............................. fR O R R -
0 i - i OOOOQOOOOHO
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Atrisinajuma atkariba no x piet=10.2.

Nakamaja grafika redzams, ka dazadas zinamas shémas aprékina 1&ciena izturéSanos.
Redzams, ka tas veido maksligus iek$€jos maksimumus. Eksakta spektra diferencu shéma
(ESDS) Iécienu apraksta pilnigi precizi.
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Final sol. by t=Ten d=0.20,error0 = O.OOOO,errorMaX=0.0000
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Dazadu diferencu shému izturésanas telpas koordinates virziena. N = 200,t=0.2.

Teérauda rudiSanai tika izmantota arT konservativas viduvéSanas metode, to kopa ar A. Buiki

veica S. Blomkalna. Papildus S. Blomkalna veica ari divu vienu otra ieklautu lozu
matematisko modeli.

Vispirms sfériska koordinatu sist€émas viena argumenta probléma tika parversta par problému
stienttim, tad konservativa viduvéSana lauj to reduc@ uz robeZprobleému parastajam
diferencialvienadojumam. Jau viduvé$ana ar konstanti lauj iegtt labu rezultatu. Iesp&jama ari
nelinearo robeznosacijumu izpéte (skat. 6. grafiku).

u

o
=
T

500

400

300

200

100

[}

Zilais: aproksimacija ar konstanti; oranzais — ar 2. pakapes polinomu. Sakuma plismam
sakrit 7 zZimigie cipari.
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=3
m=10£3

Nelinearo robeznosacijumu ietekme (filmas tipa variSanas uz virsmas).

V. Jaatzimé, ka te nav att€loti pilnigi visi rezultati, kuri tika veikti projekta ietvaros.
Pieméram, p&c profesora H. Cho slaidiem tika model&ti siltuma procesi nano struktiiras. Tos
apraksta divu slanu sieninu ar divu slanu ribu (otraja grafika paradits elements, kuru apraksta
matematiskaja modelt):

S LU

Atteloti modela apakSapgabali;

X

E
[+& -
I
C ‘7(11 C
& - N
0 b b+, Iy
G
-5

Apzimésim stacionaro temperatiiru apgabala c, ar v, (x, y) ar siltuma vadiSanas koeficientu
k,, un h siltuma apmainas koeficients. Pienemam, kak = k, un k, =k, = k,. Temperatiiru
lauku apzimé&jam ka
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v, a'v,
+ ; =0, x,yeC,.

2

oX oy
Siltuma pliismu no apaksas apzimé&jam $adi:

oV,
oX

X=—0

=-Q,(y).

Uz Iinijam y = 0 UN y = I, ir simetrijas nosacijumi:

Seit n apzime ar¢jo normali ¢, . Citur ir siltuma pliismas nosactjumi:

avi 1
—+pB,V, =0,
on
. h o N
kur g = — . Dabiski, izpildas saistibas nosacijumi:
kl
oV, k, oV, oV, k, oV,
Vi =V N - ’Vi| =V, o T
= x= ox |, k, ox | = y=- 9y . k, oy .

Aprobezosimies ar Siem formul&jumiem un paradisim tikai dalu no iegiitajiem rezultatiem.
Parametri:
2 1

§ =500 um,l=1um,b=5120 "um, 1 =110 " um.

Siltuma Tpasibas ir $adas:

h, =11.085 -10 ‘Wum *K ', k, =9-10 "Wum 'K

1

-1

, Q, =5 Kum ™.

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.03

Temperatiiras sadalijums riba
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0
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-0.44 -0.44

-1 -1

Temperatiira sieninas kreisaja pusé Temperatiira sieninas labaja pusé
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»Atomiro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikilo procesu modeléSana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpéte”
32 Nr.2009/0223/1DP/1.1.1.2.0/09/AP1A/VIAA/008




2. ESF b

EIROPAS SOCIALAIS IEGULDIJUMS TAVA NAKOTNE i

FONDS

EIROPAS SAVIENIBA

International Conference on Systems Theory and Scientific Computation. Florence, Italy,
August 23-25, 2011. WSEAS Press.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Bibliografija

A.Buikis, H.Kalis, A.Gedroics. "Mathematical modelling of 2D
magnetohydrodynamics and temperature fields induced by alternating current feeding
the bar type conductors in a cylinder", MAGNETOHYDRODYNAMICS, VOL.46, 2010, PP.41-57
S.Kostjukova, A.Buikis. "Integral rational spline with jump for discontinuous

mathematical problems in layered media”,, LATEST TRENDS ON THEORETICAL AND
APPLIED MECHANICS, FLUID MECHANICS AND HEAT & MASS TRANSFER, 2010.

M.Lencmane, A.Buikis ,Analytical Solution of a Two-dimensional Double-fin

Assembly” RECENT ADVANCES IN FLUID MECHANICS AND HEAT & MASS TRANSFER ISBN:
978-1-61804-026-8, P 396-401.

S.Blomkalna, M.Buike, A.Buikis. ,,Several Intensive Steel Quenching Models for

Rectangular and Spherical Samples” RECENT ADVANCES IN FLUID MECHANICS AND HEAT
& MASS TRANSFER ISBN: 978-1-61804-026-8, P 390-395.

H.Kalis and A.Buikis "Method of lines and finite difference schemes with the ezact

spectrum for solution the hyperbolic heat conduction equation” MATHEMATICAL
MODELLING AND ANALYSIS VOL. 16, NO. 2 (2011), P 220-232.

M. Lencmane, A. Buikis ,ANALYTICAL TWO - DIMENSIONAL SOLUTION FOR TRANSIENT
PROCESS IN THE SYSTEM WITH RECTANGULAR FINS”, Proceedings of the 6th International
Scientific Colloquium, Riga, 2010, pp 157-180.

A. Piliksere, A. Buikis ,ANALYTICAL SOLUTION FOR INTENSIVE QUENCHING OF CYLINDRICAL
SAMPLE”, Proceedings of the 6th International Scientific Colloquium, Riga, 2010, pp 181-
188.

Buikis, A. Interpolation of integral mean of piecewise smooth function by means of
parabolic spline. Latvian Mathematical Yearbook, 1985, No. 29, pp. 194-197. (In
Russian)

Buikis, A. Calculation of coefficients of integral parabolic spline. Latvian
Mathematical Yearbook, 1986, No. 30, pp. 228-232. (In Russian)

Buikis, A. Definition and calculation of a generalized integral parabolic spline.
Proceedings of the Latvian Academy of Sciences. Section B, 1995, No. 7/8 (576/577),
pp.97-100.

M.Buike, A.Buikis. Analytical Approximate Method for Three-Dimensional Transport
Processes in Layered Media. Proceedings of 4th IASME/WSEAS International
Conference on HEAT TRANSFER, THERMAL ENGINEERING and ENVIRONMENT,
Elounda, Crete Island, Greece, August 21-23, 2006, p. 232-237.

M.Buike, A.Buikis. System of Models for Transport Processes in Layered Strata.
Proceedings of 5th WSEAS International Conference on SYSTEM SCIENCE and
SIMULATION in ENGINEERING, Tenerife, Canary Islands, Spain, December 16-18,
2006, p. 19-24.

M.Buike, A.Buikis. Modelling 3-D transport processes in anisotropic layered stratum
by conservative averaging method. WSEAS Transactions on Heat and Mass Transfer,
Issue 4, vol.1, 2006, p. 430-437.

Bear, J., Verruijt, A. Modeling Groundwater Flow and Pollution. D. Reidel Publishing
Company, 1987.

Luckner, L., Schestakow, W.M. Simulation der Geofiltration. VEB Deutscher Verlag
fiir Grundstoffindustrie. Leipzig, 1976. (In German and Russian)

Buikis, A., Ulanova, N. Analytically-numerical method for temperature fields in
multilayered system. Advanced Computational Methods in Heat Transfer VI. WIT
Press, 2000, pp. 445-453.

3 3 »Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikalo procesu modelésana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpéte”

Nr.2009/0223/1DP/1.1.1.2.0/09/APIA/VIAA/008




2. ESF b

EIROPAS SOCIALAIS IEGULDIJUMS TAVA NAKOTNE o * e

17.

18.

19.

20.

21.

FONDS

EIROPAS SAVIENIBA

A. Buikis, Conservative averaging as an approximate method for solution of some
direct and inverse heat transfer problems, Advanced Computational Methods in Heat
Transfer, IX, WIT Press, 2006, pp. 311-320.

Vilums R., Buikis A. “Conservative averaging method for partial differential
equations with discontinuous coefficients”. WSEAS Transactions on Heat and Mass
Transfer. Vol. 1, Issue 4, 2006, p. 383-390.

S. Kostjukova, M. Buike, A. Buikis, Conservative averaging method for the heat
conduction and convection processes in layered media. The 6th Baltic Heat Transfer
Conference (BHTC2011) , August 24-26, 2011, Tampere, Finland. 6 p. (CD-ROM
forma).

A. Piliksere, M. Buike, A. Buikis, Steel quenching process as hyperbolic heat equation
for cylinder. The 6th Baltic Heat Transfer Conference (BHTC2011) , August 24-26,
2011, Tampere, Finland. 7 p. (CD-ROM forma).

R. Vilums, Comparison of conservative averaging and finite volume methods in
mathematical models of automotive fuses. Abstracts of 6th Baltic Heat Transfer
Conference (BHTC2011), August 24-26, 2011, Tampere, Finland. 9 p. (CD-ROM
forma).

22. Incropera F.p., DeWitt P.D., Bergman T.L., Lavine A.S. Fundamentals of Heat and

Mass Transfer, 6th Ed. John Wiley&Sons, 2006.
Starptautisku konferencu tezes

1. T. Bobinska, M. Buike, A. Buikis. Comparing solutions of hyperbolic and
parabolic heat conduction equations for L-shape samples. 15th International
Conference Mathematical Modelling and Analysis, Abstracts, May 26-29, 2010,
Druskininkai, Lithuania. P.8.

2. H. Kalis, A. Buikis. Method of lines and finite difference schemes of exact
spectrum for solution the hyperbolic heat conduction equation. 15th International
Conference Mathematical Modelling and Analysis, Abstracts, May 26-29, 2010,
Druskininkai, Lithuania. P. 42.

3. M. Lencmane, A. Buikis. Analytical solution of two-dimensional double-fin
assembly. 15th International Conference Mathematical Modelling and Analysis,
Abstracts, May 26-29, 2010, Druskininkai, Lithuania. P. 61.

4. S. Kostjukova, M. Buike, A. Buikis. Conservative averaging method for the heat
conduction and convection processes in layered media. Abstracts of 6th Baltic
Heat Transfer Conference (BHTC2011), August 24-26, 2011, Tampere, Finland.
P.48.-49.

5. A. Piliksere, M. Buike, A. Buikis. Steel quenching process as hyperbolic heat
equation for cylinder. Abstracts of 6th Baltic Heat Transfer Conference
(BHTC2011), August 24-26, 2011, Tampere, Finland. P. 88-89.

6. T. Bobinska and A. Buikis. A mathematical model for a Norwegian flute. Abstr.
of 16-th intern. Conf. on “Mathematical Modelling and Analysis”, MMA2011,
May 25-28, 2011, Sigulda, Latvija, p. 17.

7. A.Buikis and A. Piliksere. Issues of hyperbolic heat Exchange equation in polar
coordinate system. Abstr. of 16-th intern. Conf. on “Mathematical Modelling and
Analysis”, MMA2011, May 25-28, 2011, Sigulda, Latvija, p. 20.

8. M. Lencmane and A.Buikis. Inverse heat transfer problem for the rectangular
domain. Abstr. of  16-th intern. conf. on ‘“Mathematical Modelling and
Analysis”, MMA2011, May 25-28, 2011, Sigulda, Latvija, p. 80.

3 4 »Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikalo procesu modelé$ana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpéte”

Nr.2009/0223/1DP/1.1.1.2.0/09/APIA/VIAA/008




2. ESF b

EIROPAS SOCIAAIS I[EGULDIJUMS TAVA NAKOTNE i

FONDS

EIROPAS SAVIENIBA

Pétijuma apakSaktivitate

4.4.2. Efektivaku skaitlisko metozu izstrade
diferencialvienadojumu problemam ar atSkirigu kartu
koeficientiem pie atvasinajumiem

Aktivitates vaditajs: profesors Harijs Kalis
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Peétijumu meérkis apaksaktivitate . specialu skaitliskas analizes metozu izstrade un
lietojumi sarezgitu matematiskas fizikas problému risinasana un uzlabotu, jaunu,
modernizetu skaitlisko metozu izstrade inzeniertehniskas problémas.

I .Vispariga dala: pétijumu merka realizacija

Modelgjot lietiskas matematiskas fizikas, hidrodinamikas un magnétiskas
hidrodinamikas problémas skaitliski ir jarisina parcialie diferencialvienadojumi un to sist€émas
ar atskirigu kartu koeficientiem pie atvasinajumiem. So parametru klatbiitne, ka arf sarezgita
risinama apgabala geometrija rada universalajam labi izstradatajam skaitliskajam metodém un
datorprogrammu paketém papildus lietoSanas griitibas un tas klist neefektivas. Tapec
jaizstrada uzlabotas specialas skaitliskas metodes, kuras ir ar labam precizitates Tpasibam un
viegli realiz€jamas, risinot problémas ar parametriem plasa to izmainu diapazona.

Projekta iesakti un tika turpinati pétijumi jaunu specialu diferencu shému izstradei
parasto un parcialo diferencialvienadojumu problému skaitliskai modeles$anai, kuras balstas
uz preciza (diferenciala) spektra ( paSvertibu un ipasfunkciju) izmantosanu telpiska 2. kartas
atvasinajuma aizstasanai ar galigam diferencém, veidojot preciza spektra diferenc¢u shémas
(PSDS). Attieciga galigo diferencu matrica tiek reducéta kanoniska veida, lietojot galigo
diferencu spektru. Kanoniskas formas M-as kartas diagonalmatrica diskrétas tpasvertibas
aizstaj ar diferencialoperatora galiga skaita pirmajam M pasvertibam, veidojot PSDS matricu.
Tika veidoti dazadam 2D matematiskas fizikas problémam (linearam un nelinearam) taiSnu
metodes risinaSanas algoritmi, atstajot citu virzienu atvasinajumus nepartrauktus. Tiek pétitas
parcialo diferencialvienadojumu problémas ar dazada veida robeznosacijumiem. Izstradatie
algoritmi tiek realizeti ar datorprogrammas MATLAB palidzibu, risinot linearas un nelinearas
probléemas diferencialvienadojumiem. Atseviski tika izdalitas matematiskas fizikas problémas
ar periodiskajiem robeznosacijumiem. Tad var veidot algoritmus ar cikliskajam matricam, kas
atlauj vienkarSot aprekinus. PSDS ir seviski efektivas 1.veida un periodisko
robeznosacijumu gadijumos, jo tad M diskrétie TpaSvektori sakrit ar diferencialas problémas
pirmajam M ipasfunkciju veértibam rezgi.

PSDS ideja ir literattira min&ta pirmo reizi 1975.g. ukrainu zinatnieku V.Makarova un
I. Gavriluka darba ,, On constructing the difference net circuits with the exact spectrum ,, ,
Dopov. Akad. Nauk Ukr. RSR, Ser. A, pp. 1077-1080, 1975, (ukrainu valoda), apskatot
linearas siltuma vadi$anas problémas ar homogéniem 1. veida robeznosacijumiem. So metodi
izdevas parnest uz dazadam matematiskas fizikas problemam ar dazadiem robeZnosacijumiem
(1.veida, 3. veida un periodiskajiem) [1,4,5,6,7,8,23,25,28,31,33].

Metodes efektivitate tika salidzinata ar standarta 2. kartas aproksimacijas diferencu shemam
(DS-2) un augstakas p- kartas aproksimacijas diferencu shémam (DS-p, p=4;6;8) periodisko
nosacijumu gadijuma.

Seviski efektiva PSDS izradijas problémam ar periodiskajiem robeZnosacijumiem.
Sajos pétTjumos projekta laika tika izstradata LU doktoranta Aigara Gedroica disertacija
»Matematskas fizikas problému ar periodiskajiem robeznosacijumiem skaitliska modeléSana”
, kura tiks aizstaveta 2013.g. Vina p&tijumu rezultati kopa ar lidzautoriem ir publicéti 5 darbos
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[2,3,7,16,30] ( raksts [33] pienemti public€Sanai) un 10 referatu tézes
[1,6,13,14,24,23,25,27,28]. Dazadas parasto un parcialo diferencialvienadojumu problémas ar
1. veida robeznosacijumiem , lietojot PSDS, ir apskatijis LU Fizikas un Matematikas
fakultates magistrs Sergejs Rogovs, ka rezultata ir iznakusi kopiga publikacija [15] (raksts
[33] pienemts publicé$anai ) un 3 referatu tézes [ 23,25,28]. Otrs magistrs Maksims
Marinaki, risinot problému par periodiski novietotu cilindru aptec€Sanu magnétiska lauka ir
lidzautors rakstam [30] un iesniegtajam publiceéSana rakstam [32], ka ar1 referata tezei [27].

PSDS idejas un lietojumu piemeéri tiks atspogulotas LU fizikas un fakultates magistriem
paredz€taja macibu lidzeklt [34]

Otrs petljumu virziens ir saistits ar skaitlisko metozu izstradi inzenieru tipa
aprékiniem, reducgjot sarezgitus matematiskus modelus uz vienkarSakiem.. So algoritmu
izstrade balstas uz dazadu matematisku metozu lietoSanu un pamatosanu. Izstradatas
skaitliskas metodes pielietotas apaksaktivitates Nr. 4.4.1. ,,Klasisku matematiskas fizikas
metoZu netradicionala izmantoSana matematiskaja modeléSana” dazadu inzZeniertehnisko
problému risinasana.Projekta tika apskatitas un modelétas Sodienas tehnologijam raksturigi
procesi. No prakses nakoSajos modelos visai biezi paradas lieli un mazi geometriski vai
fizikali parametri, diferencialo vienadojumu koeficientu l€cieni u.tml. TieS$as un inversas
matematiskas fizikas problémas miisdienas praktiski un teorétiski jaanaliz€, nemot véra to
specifiku . Nakas izstradat konkrétai problému klasei piemérotas specialas metodes un
pieejas, jo Sados gadijumos visparigas analitiskas un skaitliskas metodes ne vienmér ir
pietickami efektivas un precizas. Formul&jumu analizei un to modifikacijai un matematiskas
fizikas problému precizo un tuvinato atrisinajumu konstru€Sanai tika izmantotas precizas un
tuvinatas (tai skaita galigas diferences), analitiskas un skaitliskas metodes. Tas ietver praksei
svarigu lietiSko problému matematisko modelé$anu: intensivas te€rauda ruidiSanas tehnologijas
teorétisko modelu konstrukciju, to analizi un precizo un tuvinato atrisinajumu konstruéSanu
[5,8,17] ; uz virpulu ietekmes principiem balstitu jauna tipa energétisko iekartu matematisko
modeléSanu [2]; metala dalinu kadras slanos matematisko modeléSanu [14,16,24];
magnétizéta izstiepta piliena un diega kustibas modeléSanu rot&josa magnétiskaja lauka
[9,10,11,18,19,26,29]; nelinearas siltuma plismas modeléSana [7]; MHD S$kidruma plismu
modelu izveidi, analizi, aprékinus [3,22,27,30,32]; elektronu pliismas modela Ziratrona
izveidi, analizi un skaitlisko modelésanu [ 12,20,21].

InZenieru tipa aprékinos kopa ar specialajam diferen¢u shémam tiek lietota ari
prof. Andra Buika izstradata konservativa viduvéSanas metode ar kuras palidzibu var
samazinat sakotngjas problémas dimensiju [14,16,24,33].

P&tijumu rezultati ir atspogulotas 13 publikacijas [2,3,7,8,9,15,16,17,18,19, 20,21,30],
1 raksts ir pienemts public€Sanai[33], 3 ir iesniegti public€Sanai [29,31,32]. Pavisam nolasiti
16 referati: 9 referati starptautiskajas MMA ( matematiska model€Sana un analize)
konferencés - Druskinikai (Lietuva) 2010.g. no 26.-29. maija [5], Sigulda (Latvija) 2011.g. no
25-28. maija [10,11,12,13,14], Tallina (Igaunija) 2012.g. no 6.-9. jiinija [25,26,27]; 1 referats
6. starptautiskaja NAA’12 ( skaitliska analize un lietojumi) konferencé Lozenetz (Bulgarija)

matematikas konferencé Valmiera 2010.g. 9.-10. aprili[1,4]; 3 referati 9-ta Latvijas
matematikas konferencé Jelgava 2012.g. 30.-31. marta [22,23,24];(skat. referatu tézes).

Veidojot jauna tipa algoritmus problémam ar dazadiem koeficientiem  pie
atvasinajumiem H.Kalis bija sagatavojis referata tézes ,,The finite diference schemes with
exact spectrum for solution some heat transfer problems” 5. starp. NAA’10 konf. ,,Finite-
difference methods: theory and applications”, Lozenetz (Bulgarija) 2010.g. 28. jun. -2.jul.
Autors tomér konference nepiedalijas, jo té€zes nesasniedza adresatu.
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I1. Detalizets petijumu izklasts

Talak vadoties no public€tiem darbiem un referatu t€z€m tiks aprakstiti un analizéti
petijumu rezultati jauno un uzlaboto algoritmu veidoSana un konkréto lietiSko problému
matematiskaja modeléSana.

1. Preciza spektra diferenc¢u shemas (PSDS) izstrade

[1,4,6,13,15,23,25,28,31,33].

Izstradajot PSDS ka efektivu metodi risinot parasto un parcialo
diferencialvienadojumu problémas apskatisim 3 veida robeZznosacijumus: periodiskos ,

1. veida un 3.veida homogeénos robeZznosacijumus.

1. 1. Problémas ar periodiskajiem robeznosacijumiem[13,33].

Veidojot PSDS ar periodiskajiem robeZnosacijumiem svarigi ir izmantot
prieksrocibas, kas rodas lietojot cikliskas matricas.

Erti ir veidot MATLAB algoritmus darbibam ar cikliskajam matricam — matricas inversas
matricas iegliSanu, matricu reizinaSanu, matricas reizinasana ar vektoru.

Cikliska matrica ar dimensijam NxN ir matrica forma

a, a; das - 4y A0dp—q an

ap a; 4z - QAp-3 QAp—2 Qap-1
A= : . S ] : .

as d, das an a a,

a; das a, ap-1 an aq /

To var apzimét ar tas pirmo rindu:
A=lay; ay; 35 .5 Apoq; Ayl

Stm matricam ir iesp&jami vienkarsoti algoritmi matricu darbibam, kuri var tikt veikti
salidzinosi maza datorlaika — saskaitiSanai, reizinasanai, inversas matricas atraSanai.
VienkarSota ir arT So matricu Tpasvertibu un IpaSvektoru atrasana.

Sadu matricu summa un reizinajums ir cikliskas matricas. Ar1 gadijuma, kad cikliskai matricai
eksisté inversa matrica, ta ari ir cikliska.

MATLAB ciklisko matricu klases definiciju ar saskaitiSanas, reizinaSanas un inversas
matricas atrasanas operacijam ir izveidojis LU doktorants Aigars Gedroics.

Matricas A Tpasvértibas var izteikt forma f(w*), k = 0,n — 1, kur w ir primitiva n-tas
pakapes sakne no 1 jeb vienadojuma x™ — 1 = 0 sakne e2™/™,
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f) =X a A
Cikliskas matricas Ipagvektori ir forma (1, w*, w?%, ..., 0@ VT k =0,n — 1.
Cikliskajam matricam ar1 piemit Tpasiba
A=WDW*=W*DW,

kur W ir matrica, kas sastav no matricas A TpaSvektoriem matricas kolonnas, matrica D —
diagonalmatrica ar ipasvertibam uz diagonales. Matrica W* ir matricas W kompleksi saistita
matrica.

Ka pieméru apskatisim Puasona 1D vienadojuma problému ar cikliskajiem
robeznosacijumiem:

—u"(x) = f(x),u(0) = u(L),u'(0) = u'(L).

Sai problémai péc Rimana integréjamas f (x) funkcijas vienmér ir unikals atrinsinajums,
gadijuma, ja izpildas nosacijums

L
ff(x)dx =0
0

un tiek fiks&ts nezinamas funkcijas u(x) veértiba punkta
u(xy) = up, xo € [0, L].
Sai problémai ir iesp&jams izteikt atrisinajumu analitiski.
Iesakuma var atrast atrisinajumu problémai, kurai x, = 0 un uy = 0. Tas ir forma

L

a(x) = f(t —Of(0) dt —%f t £ () dt
0

0

VienkarSas transformacijas rezultata var atrast art atrisinajumu visparigajai problémai

u(x) = u(x) = u(xo) +uo-

Problémas diskretizacijai izmantosim 3 punktu Sablonu, aproksimgjot 2. kartas atvasinajumu
ar centralo diferenci:

—u(xj-1) +2u(x) —u(xj41)
h2

() ~
Sakotngjo problému ar N algebriskiem vienadojumiem (DS-2), var parrakstit forma

Ay = f,

kur NxN dimensiju matrica A ir forma
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2 -1 0 - 0 0o -1
T 1 2 -1 - 0 0 0
A== : : : : : o,
h2
\ 0 0 0 -« -1 2 -1
-1 0 o - 0 -1 2

kur y ,fir N —tas kartas vektori-kolonas ar elementiem yj=u(x;) f;=f(x;) .

Matrica A ir cikliska, t.i. to var definét ar tas pirmo rindu un pargjas tas rindas ir pirmas rindas
kopijas ar nobidi par vienu elementu. Tadel var apzimét jauniegiito matricu A $adi:

1

AZE[

2; =1;0;..;0;0; —1]

No spektralas problémas matricai A seko, ka pasvertibas ir

4 km
,le—hZSln N

k

un w’ var izteikt forma

kK _ l 2mikj
Whi = exp( N )

Vektora w* un kompleksi saistita vektora W™ skalarais reizinajums ir vienads ar

Kronekera simbolu s, .

P&c ciklisko matricu 1pasibas, matricu A var izteikt forma A = WDW™.

Izmantojot $o izteiksmi, problému Ay = f transform&jam forma Dv = W*f, kur y = Ww.
Indeksiem j = 1, N — 1 var atrisinat jauniegiitas problémas nezinama argumenta v attiecigos
vertibas:

1 *
7 =#—j(W fj

Priek§ j = N tiek iegiita sakariba, kas ir konsistenta ar problémas atrisinajuma eksistences
. L s .
nosactjumu | o S (x)dx = 0. Tade] varam izveleties vy =0.

Nepartrauktajai spektralajai problémai ir paSvertibas

21k 2
e = (T)

k 1 2mikx
w" = [-eXp|—
L L

Izsakot funkciju f formaf (x) = X% o byw*(x), b, = (WK, f),

un ortonormétas tpasfunkcijas

var izteikt precizo atrisinajumu kompleksas rindas forma
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+ o0
_ k _ by
u(x) = aw(x),a, = 1.
k
k =—00

kur a g=b ¢ =0.

Veidojot DSPS matrica A=WDW  diagonalmatrica D elementus dy- py aizvieto ar
nepartrauktas problémas 1pasveértibam Ay $ada veida

1) dk= Xk ,jak= 1,2,... ,N/Z,
2)di=An- k, jak=N/2 ,..., N-1, dy=0.

Periodiskai funkcijai f(x) ir speka komplekss izvirzijums , kuru var parveidot reala forma

_ ‘ ” v e . ” 2 rkx . 2zkx b
fxX)= Y aw'(x)=>Y aw (x)+a_w (x) +a, =3 b, cos 1 +C, sin 1 +?
k=1 k=1

k=—0

kur b, = 2 I f (t) cos
L

0

2 rkt 2 rkt

dt.c, = 3] f () sin dt. Periodiskai funkcijai by =0.
L 0

Tatad izvirzot atrisinajumu u(x) reala Furje rinda iegistam

2 rkx 2 rkx a'
+a’y sin + =2 kuralw =by /A, a2k =Ck /A
L 2

u)= Y a'«cos
k=1

Tada veida var iegtt realu izvirzijumu. Tas ir speka arT diskréta gadijuma, jo N kartas
vektoram f ar komponentém fjieglistam

N N /2 - .
27k 2k b
f =Y aw' =3 b, cos J+cksin Ly 2o
k=1 k=1 N 2
2 0 27Kj 2 27Kj -
kur b, = —3 f cos Gy c,=—Y f sin 24 Periodiskam vektoram b =0.
N ! N N : N

j=1 j=1
Lidz ar algebriskas sisteémas vai DS-2 atrisinajumu (vektoru) y var izvirzit diskrétas Furjé
rinda

N2 2 7kj , . 27kj

b
y = Zalk cos + a’ysin +—°,kuralk:bk/pk,azk:ck/uk_
k=1 N N 2

Aizvietojot diskrétas ipasvertibas iy ar skaita N/2 nepartrauktam Tpas$veértibam Ay ieglistam
Furjé rindas nogriezni ar N/2 locekliem (saskaitamiem), kas sakrit ar PSDS algoritmu.

Sos izvirzijumus &rti lietot analitiskos parveidojumos, risinot robezproblémas ar
periodiskajiem robeznosacijumiem. Jaukta veida problémas parcialajiem
diferencialvienadojumiem , lietojot taisnu metodi, tika reduc@tas uz parasto
diferencialvienadojumu sist€tmam, kuras risinot analitiski ar ieprieks aprakstito spektralo
metodi un PSDS.
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Veidojot augstakas kartas DS-p ar periodiskajiem nosacijumiem , apskatam
aproksimacijas atvasinajumam u"(x;) , lietojot vienmerigu rezgi x;=jh ar p+1 punktu
Sablonu (Xj.pr2, .., Xj-1, Xj, Xj+1, - .-, Xj+p2 ). Lietojot nenoteikto koeficientu metodi ar
nezindmiem koeficientiem Cy, E, apskatam aproksimaciju ar kartu O(h ) forma :

u"(x; )= 1/h 2 Z Cu(x, ) +Ep hP u (P (yi Y(P+2)!, Xjp2 < W) < Xjupi2 -
kempr2

Iegiistam $adus koeficientus:

1)p=2: C;=1,Co=-2, Eo=-2,

2) p=4: C1=4/3, C,=-1/12, Cy=-5/2, E4=8,

3)p=6: C1=3/2, C,=-3/20, C5= 1/90, Cp= -49\18, E¢=-72, u. t.t.

Matrica A ir cikliska forma

A=1/h?[Cq, Cy,. .., Cp2,0, . .., 0,Cpi2, Cpr2a,. - ., Ca, Ci]

ar Ipasvertibam

1) p=2: w=4/h3sin*(n k /N),

2) p=4: w=4/h? (sin®(n k /N) + 1/3 sin*(n k /N)) ,

3)p=6: w=4/h* (sin’(w k /N) + 1/3 sin*(n k /N) + 8/45 sin®(n k /N)) , u.t.t.

Visparigas formulas DS-p aproksimacijai ar kartu O(h ® ) ir dotas darbos [1,13,33].

Matricu A var uzrakstit forma A=WDW ", kur ipasvektori saglabajas ( matrica W), bet
diagonalmatrica satur atbilstosas aproksimacijas kartas 1pasveértibas. Tad€jadi var iegiit
augstakas aproksimacijas kartas DS-p, p=2,4,...algoritmus, kurus var salidzinat ar DSPS.

Analogi tiek veidoti DS-2 un PSDS algoritmi 2D Puasona ,siltuma parneses un vilpu
vienadojumu model&Sanai, kad rezultata, lietojot taiSnu metodi, ieglistam Kost problému
parasto diferencialvienadojumu sisteémai. Lineara gadijuma var iegiit atrisinajumam
analitiskas izteiksmes, bet nelinearas problémas erti ir skaitliski risinat ar MATLAB .

1. 2. Problémas ar 1. veida robeZnosacijumiem [15].
Daudzas matematiskas fizikas problémas jarisina ar 1. veida robeznosacijumiem, kurus

var viegli parveidot par homogéniem. Veidojot PSDS apskatisim iepriek$€jo piemeru:
Puasona 1D vienadojumu ar 1. veida homogémiem robeznosacijumiem:

0”(x)=f(x), u(0)=u(L)=0.

Sis problémas atrisinajumu

u(x):J’(t— x) f (t)dt —%j(t— L) f (t)dt

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikalo procesu modelésana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpéte”
42 Nr.2009/0223/1DP/1.1.1.2.0/09/AP1A/V1AA/008




2. ESF b

EIROPAS SOCIALAIS IEGULDIJUMS TAVA NAKOTNE i

FONDS

EIROPAS SAVIENIBA

var atrast ar1 ar spektralo metodi.

Nepartrauktajai spektralajai problémai ir Ipasvertibas

7k,
Ay = ()
L

- . .. kx
un ortonormétas Tpasfunkcijas  w* (x) = V2 /L sin .

L
Izsakot funkciju f(x) forma  f(x) = z bw"“(x),
kur b= (f, W¥)= [wh ) (v,

varam izteikt precizo atrisinagjumu Fur€ rindas forma

u(x)=> akwk(x), a, = b—"
/,Lk

Diskréto problemu DS-2 ar N -1 algebriskiem vienadojumiem, var parrakstit forma

Ay = f,

kur matrica A ir standarta 3-diagonalmatrica ar elementiem 1/h® {-1, 2,-1}, y,f ir N-1-as
kartas vektori-kolonas. No diskrétas spektralas problémas matricai A seko, ka Tpasvértibas ir

4 ., knx
i, = —sin - —,
“ 2 2N

un 1pasvektoru w’ komponentes var izteikt forma

k
wl; =4/2/N sin ﬂ.

N

Ortogonalo vektoru w* un w™ skalarais reizinajums ir vienads ar Kronekera simbolu
s, .- Novietojot Sos vektorus N-1 kartas matrica W ieglistam WW = W2 =E —vienibas

matricu.P&c matricu pasibas, matricu A var izteikt forma A = WDW™, kur W =W.

[zmantojot $o izteiksmi DS-2 vai probléemu Ay = f transform&jam forma Dv = W™ f, kur
y = Wwv. Visiem j =1,N — 1 var atrast vektora v koordinates:

1 *
vj :M_j(W fj

Veidojot PSDS no DS-2 matrica A=WDW diagonalmatricas D elementus dx- px aizvieto ar
nepartrauktas problémas pirmajam skaita N-1 1paSvertibam Ay .
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Ja funkcijai f(x) ir speka Furjé rindas izvirzijums

© k |
fx)= Y c, sin ™ tad ¢ - 3] fetysin g
L L

k

k=1 L

Tatad izvirzot atrisinajumu u(x) Furj€ rinda iegiistam

- k
ux)= 3 a,sin X Kur ax=cx /A
L

k=1

Tas ir speka arT diskréta gadijuma, jo N-1 kartas vektoram f ar komponentém fjiegiistam

N -1 - N -

7k 2 7k

f. =Y c,sin = kur c, = —> f,sin =,
N N S N

k=1

L1dz ar to atrisindjuma vektora y (DS-2) komponentes y; var izvirzit diskréta Furje rinda

Nt o 7kj
y, = Z a, sin —, kur akzck/uk.
N

k=1

Aizvietojot diskrétas TpaSvertibas i ar skaita N-1 nepartrauktam ipasvertibam Ay ieglistam
Furjé rindas nogriezni ar N-1 locekliem (saskaitamiem), kas sakrit ar PSDS algoritmu.

PSDS metode ir stabilaka salidzinot ar DS-2, jo Tpas$vértibas ir lielakas Ax > .

Sos izvirzijumus &rti lietot analitiskajos parveidojumos, risinot robezproblémas ar 1.
veida robeZnosacijumiem. Jaukta veida problémas parcialajiem diferencialvienadojumiem ,
lietojot taiSnu metodi, tiek reducétas uz parasto diferencialvienadojumu sisttmam, kuras
risinot analitiski ar ieprieks aprakstito spektralo metodi, veidojot PSDS algoritmus [15].

1. 3. Problémas ar 3. veida robeZnosacijumiem [4,8,17].

PSDS ir iesp&jams veidot arT problémam ar 3. veida robeznosacijumiem. Seit ir
zinamas griitibas risinot spektralas problémas, jo Tpasvertibas var noteikt tikai skaitliski no

atbilstosiem transcendentaliem vienadojumiem. Ipasfunkcijam un Ipa$vektoriem var uzrakstit
analitiskas izteiksmes atkariba no skaitliski iegiitajam Tpasvértibam, bet tie nav identiski
sakrito$i vienmeriga rezga mezgla punktos. Tas var izsaukt zinamu neprecizitati veidojot
PSDS algoritmus un tie vairs nav tik efektivi, ka 1. veida un periodisku robeznosacijumu
gadijumos. Griitibas sagada ar1 p&dgjo diskréto 1pasSvertibu py, pn+1 noteiksana, jo literatiira
tam atbilstoSie izvestie transcendentalie vienadojumi nav pareizi (skat. A. Samarskis
,Diferencu shému teorija”, 1977.g., krievu val.). Tapéc $os vienadojumus bija jaizved no
jauna [17].

Tapat ka ieprieks apskatisim 1D Puassona vienadojumu ar 3. veida
robeznosacijumiem sekojosa forma:

- u"(x) =f(x) , u'(0) — 1 u(0) = 0, u'(L) + 62 w(L) =0, 51 >0, 62 >0 .

Atbilstosais diskrétais algoritms (DS) ir:

»Atomaro un nepartrauktas vides tehnologisko fizikalo procesu modelésana, matematisko metoZu pilnveide un kvalitativa izpéte”
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-2(y1 Yo )/* +2 61 yo /h=F(0), -(yje1 -2y; +¥ja ) h* =f(x;), j=1...., N-1,
-2(yn-1 —Yn )/ P +2 62 yn h=F(L),
kur h=L/N, x; =] h.
Tatad ieglistam diferencu vienadojumus linearas algebriskas sistémas forma (DS-2)
Ay=f
ar atbilstoSu M=N+1-as kartas 3-diagonal- matricu A kuras elementi 1. rindina ir
1/h? {242 hol, -2,0...0}, nakosajas 1/ h* { -1, 2,-1} un pedzja
1/h? {0,...,0,-2,2+2 62 },
kury, f ir N+1 —as kartas vektori-kolonas ar elementiem y;, f(X; ), j=0,..., N.

Lietojot 2 vektoru y1, y2 skalaro produktu

N -1

[yly2]=h D> ¥Y1,¥2, +05h(yly y2o +Yyly Y2y ) var paradit, ka[Ay,y] > 0.

=1
Atbilstosai diskrétai spektralai problémai AWK =W k wX ,k=1,...,N+1
ir §ads atrisinajums (A. Samarskis,1977.9.)

WX =1/C (/N2 o, wa® L oL w12 wn K) T

we =4/h% sin? (p« h/2),

kur w; k =sin(px h)/h cos(pk X; ) + o1 sin(pk X; ),j=0,...,N ir Ipasvektora w¥ komponentes, pk
ir pozetivas saknes sekojoSam transcendentalam vienadojumam

cot(pk L)=(sin? (px h)- h? o1 62)/(h (51 + 62) sin(p h)), k=1,..., N+1.

Konstantes C; :[Wk WK ] nosaka, ievérojot ipasvektoru ortonormétibu.

Eksperimenti ar MATLAB paradija , ka pédgjas 2 saknes pn , Pn+1 nevar iegiit no
transcendentala vienadojuma ( tas neatbilst ipaSvertibam, kuras var izskaitlot lietojot
MATLAB operatoru "eig "). Izdevas iegiit unikalu parametru

Q=Lol 62/ (cl +02)
no kura ir atkarigas paSvertibas. Atkariba no Q vertibam

var iegiit vienu (Q<1) vai 2 saknes (Q >= 1) no sekojosa jauna transcendentala vienadojuma,
kas satur hiperboliskas funkcijas

coth(pk L)=(sinh? (px h) + h? 61 62)/(h (51 + 62) sinh(px h)), k=N,N+1.
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Saja gadijuma pa$vértibas un vektorus nosaka $adi:
we =4/ h? cosh? (px h/2),
wi =(-1)! (sinh(px hy/h cosh(pk ;) - o1 sin(pk X;),j=0.....N, k=N vai k=N+1.
Analogi var notikt konstantes C,? =[ w* ,w* ].
Nepartrauktas spektralas problémas
w'(x)+2 w(x)=0, W'(0)- s1w(0)=0, w'(L) + 62 w(L)=0,

atrisinajums ir
WK (X)=1/Cy (M cos(hx x) + olsin(Ak X)),

kur Ax ir pozetivas saknes transcendentalam vienadojumam:
cot(Axk L= A /(ol+02) -ol/a2)/( M (ol +062)), k=1,2...,.

Atrisinajumu var meklét Furj€ rindas forma

u(x) =3 a,w (x), f(x)=3 bw"(x),
kur w* (x) ir ortonormétas Tpasfunkeijas , ax = by /d i , b =(F, W* ), die= A 2.
Diskrétam DS-2 atrisinajumam

k k k
y:z akW ’f:z ka 1bk:[f’W ]’ak:bk/dk’dk:luk'
k=1 k=1

PSDS un DS-2 matrica A tiek reprezentéta forma A=WDW' | kur diagonala matrica D
satur pirmas N+1 nepartrauktas problémas 1paSvertibas dy = A , k=1,....N+1.Jadx =pk ,
tad m&s ieglistam DS-2 ar 3- diagonalo matricu A.

If 61= 62=c0 tad ieglistam problému ar 1. veida robeznosacijumiem.

Jaukta veida problémas un robezproblémas parcialajiem diferencialvienadojumiem ,
lietojot taiSnu metodi, var tikt reduc@tas uz parasto diferencialvienadojumu sistémam, kuras
risinot analitiski ar ieprieks aprakstito spektralo metodi, veidojot PSDS algoritmus [17].
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2. Hiperboliska siltuma vadiSanas vienadojuma matematiska

modelésana térauda ridiSanas procesam [5,8,17].

Latvija un arT ASV aktivi tiek model&ts t€rauda intensivas riidiSanas process, kuru
prof. Andris Buikis 2005. gada piedavaja aprakstit ar hiperbolisko siltuma vienadojumu. Ideja
ir kluvusi par kodolu starptautiskiem p&tijumiem, kuros bez Latvijas piedalas ASV, Ukrainas,
Horvatijas un Griekijas zinatnieki.

Terauda ridisanas matematiskais modelis — jaukta veida probléma hiperboliskajam
siltuma vadiSanas vienadojumam tika risinata skaitliski un analitiski, lietojot DS-2 un ari
PSDS metodes ar kuru palidzibu tiek aprakstita intensiva térauda rtidiSana salota tident,
nevis ella, ka tas tiek darits klasiskaja riidiSanas varianta. H. Kalis kopa ar A. Buiki ,
modelgjot terauda rudiSanas procesu, risinot tieSas un inversas problémas hiperboliskajam
siltuma vadiSanas vienadojumam iegiist rezultatus, kas izsauca arzemju fiziku interesi [5].

Jaukta veida probléma te€rauda plaksnes gadijuma ir sekojosa forma:

2 2

o°'T oT o'T
T S+t =kK 2,Xe(O,L),te(O,tf)
ot ot OX
oT (0,t) oT (L,t)
——a (TO,t)-T)=0,—+ , (T(L,t)-T,) =0,
oX oX
oT (x,0)
T (x,0) =T, (x), a—t:VO(x).

Seit T ir temperatiira, x ir siltuma vadiSanas koeficients, ag, o1 siltuma apmainas koeficienti
ar argjo vidi, kuras temperattras ir Ty, T, , 1 ir relaksacijas koeficients, kura atskiriga no
nulles vértiba parvers parabolisko siltuma vadisanas vienadojumu par hiperbolisko. Praktiski
siltuma atruma vertiba sakuma V(x) nav zinama, bet ir zinama sakuma T (X) un beigu
temperatiira T(X,tf) =Tp(X). Tapec lai uzzinatu temperatiiras sadalijumu T(x,t) un Vy(X)
jarisina inversa probléma, kura ir slikti nosacita t.i. nekorekta. Problémas analitiskais
risinajums galigas (diskrétas) Furjé rindas (izvirzijuma) forma , lietojot taiSnu metodi,
spektralo izvirzijumu DS-2 un PSDS, dod iesp&ju noteikt izvirzijuma koeficientus funkcijai
Vo (x) un noteikt to un temperatiiras sadalijumu te€rauda plaksné. Analogi var risinat probleému
lod€ un lodg€ ar caurumu radialas simetrijas gadijuma. 3D gadijuma (t€rauda gabals
daudzskaldna forma) iesp&jama redukcija uz plaksnes gadijumu, lietojot A.Buika
konservativo viduvésanas metodi. Attélos (1., 2.) ir paradita maksimalas temperatiiras
atkariba no laika pie dazadiem relaksacijas koeficientiem 1=0.1,7=0.5, ja t;=1,

Tp (X)= T\ =T, =0, L=1, T¢=600, 0p=0, a; =0.071. Atbilstosi ir iegiits Vo= -6000.25,

Vo= -1387.8 (laika procesu ilgums ir dazads).
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Sol.of superpos. on t by ma§(U(x‘l)),V(O):»6000.250470,lau =0.10

Sol.of superpos. on t by max(U(x.),V(0)=-1387.808382,tau = 0.50
600 600
K *yé
500 & 500
% *
t *
* *
400 *
400 % *
* *
* *
* *
s 300 % > 300 *
x *
% - s
200 % Tk
*x
%%& e x
Fx,
100 % 100 Fhl
e,
T
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

1. attéls (1=0.1) 2.attels (1=0.5)

Lai parbauditu PSDS efektivitati tika risinata tiesa probléma vilnu vienadojumam (bez
saskaitama —, 1=1) un hiperboliskajam siltuma vadiSanas vienadojumam ( t=0.1) ar 1.
ot
veida robeznosacTjumiem (o = o1 =00) T\=1, T, =0, T (X)= Vo (x)=0. Attelos (3.,4.) ir paradits

funkcijas T(x, t ) 1&ciens laika t=0.2, risinot vilpu vienadojumu ar PSDS un DS-2 , ja N=30 (
redzama parastas DS svarstibas telpa).

Sol. on x by time = 0.200000 Max=1.3724341 Sol. on x by time = 0.200000 Max=1.3724336
12 12 -+
% *
1 Pl 11K
*
08 0.8 *
06 06
2 * B
0.4 0.4 :
*
02 02
*
0 * ST T T 0 e
o2 i i i ; _02 ; i ;
0 02 04 06 0.8 1 0 0.2 04 08 0.8 1
X

3. att€ls (1=1,PSDS) 4.attels (=1, DS-2)

Analogi attelos ( 5. un 6.) ir paraditi rezultati, kas iegiti risinot hiperbolisko siltuma
vadiSanas vienadojumu atbilstosi ar DS-2 un PSDS, ja N=200 (redzamas DS-2

svarstibas leéciena punkta).
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Final sol. by T:TQ"d:D ZD‘E_WD?’U =0 DDDD,QH’OI’MEH:D 0000 Final sol. by f:TEm:D ZD‘G!I’I’OI’EI =0 DDDD,ermr’Ma[:D 0000

x x

S.attéls (=0.1, DS-2) 6. attels (t=0.1, PSDS)

Darba [17] ir iegiti rezultati arT caurumotas lodes riidiSanai ka arT paraditas PSDS
prieksrocibas salidzinot arT ar Furjé rindas metodi (skat. tur ar1 citus piemérus).

3. Jauna tipa energetisko iekartu matematiska modeleSana [2].

Transformatorus, motorus un generatorus var aprakstit ar kopigu pazimi- ar elektronu
plusmu elektromagnétiskas sisteémas. Analogas sakaribas ir Skidrumos, gazes, viesulu vétra
,,Tornado” un citas pliismas. Sos virpulu sadalijumus var izmantot jaunu energiju veida
iekartas (J. Schatz 2003.g, I.Rechenberg 1988.g ). Hidrodinamika (ideals skidrums) atruma
lauka atkaribu no virpulu lauka raksturo tapat ka elektrodinamika Bio-Savara likums. Sada
tuvinajuma tika aprékinats dazadu virpulu ( rinkveida, spiralveida u.c.) iespaids uz atrumu
sadalfjumu caurul€, kanala un konusa (A.Buikis, H.Kalis,J. Schatz 2005,2006.9.)

Aktuala un interesanta probléma ir €ku apkurinaSana ar ekologiski tiram un
kompaktam, efektigam iericém. Viena no seniem moderniem lietojumu veidiem ir
mainstravas elektriskas energijas parvérSana siltuma energija. Darba [2] autori p&ta vienas
tadas ierices matematisko modeli. Tas ir gar§ cilindrs piepildits ar nesaspiezamu viskozu
Skidrumu (elektrolitu), kura paral€li cilindra asij ir novietoti metala stieni (elektrodi) , kuriem
tieck pievadita dazadu fazu mainstrava (skat. realo ierici ar 6 elektrodiem 7.att€la).
Matematiskaja modeli pienem, ka cilindrs ar radiusu R ir bezgaligi gars, elektrodi ir novietoti
mazaka cilindra ar radiusu ro iekSpusé un apskata 2D temperatiras un Skidruma plismas
sadalfjumu starp diviem koaksialiem cilindriem to Skérsgriezuma ( skat. ierices modeli 8.
attela). Agrakajos A. Buika un H.Kala darbos (CMAM, 2002, 2(3), pp. 247-251,
MHD,2004,40(1), pp.77-90; MMA, 2005, 10(1), pp. 9-18) tika model&ti siltuma generatori ar
6 un 9 rigkveida elektrodiem, kuri bija aptiti ap cilindra virsmu. 3D pliisma galiga cilindra
tika modeléta ar datorprogrammu ,Fluent” darba: A.Buikis, L. Buligins, H.Kalis,
MMA,2009,14(1), pp.1-9 .
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7. attels (reala iekarta ) 8.attels (petijamais modelis)

Tiek apskatita stacionara Navjé —Stoksa vienadojuma sist€ma polarajas koordinates
kopa ar elektromagnétisko (Lorenca) speku, ko rada mainstrava pliistot pa elektrodiem.
Aprékinot avotu loceklus hidrodinamikas un siltuma vadiSanas vienadojumos, izslédzot
spiedienu un ievedot bezdimensionalas temperatiiras T(r, ¢) un hidrodinamiskas stravas (r,
¢) funkcijas problému reduce€ uz robezproblému 2 parcialajiem diferencialvienadojumiem ar
periodiskajiem nosacijumiem pa lenki o:

Ay=1/rJ( Ay y) +Ky <f>,

oy (r,0) B oy (r,27)
op l

v(r,0) =y(r, 2 m),

oy (n,9) _ ow(1,9) _
or

v(n,0) =y(1, ¢ )=0, 0,

*AhAAAAAAAAAAAAAAhhhhhdhhhhhhkhhhhhkhhhhiiiiiiiiih
— -2
AT=Prir J(T,y) - K1 <j,*>,

oT (r,0) oT (r,27)
op op ’

T(r,0) =T(r, 2 n),

T (n.9) _, T Le) 0
or " or

kur Ky Kt ir avota locek]u parametri, <f> -elektrodinamisko spéku viduvéta veértiba laika,

<jJ; 2> - stravas blivuma viduveta vértiba, Pr - Prandtla skaitlis, n=ro/R -cilindru radiusu
attieciba, J —jakobians, A-Laplasa operators. Izveidota originala metodika avotu funkciju
aprékinasanai. Lietojot apaks€jo relaksacijas metodi un darbibas ar cikliskajam matricam ir
izveidots algoritms, ar kura palidzibu var noteikt cilindra maksimalas temperatiiras un virpulu
sadalfjuma atkaribu no elektrodu skaita (3,6 vai 9), novietojuma un mainstravas fazes
nobides . Pieméram 6 elektrodu gadijuma rezultati redzami att. 9. (virpulu sadalijums) un 10.
(temperatiiras sadalfjums ar maksimalo temperatiiru 10.56 vienibas).ST temperatiira iegita pie
fazu nobides 60° un elektrodu novietojuma [1,2,3,4,5,6], kas paradits 8. attela. Ja fazu nobide
ir 120° , tad maksimala temperatiira ir 8.22 vienibas pie cita elektrodu novietojuma
[2,4,6,1,3,5].
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Streamline, Max=0.0423, Min=-0.1880,Iter=19.00, Diferr=0.0000 Isoterms, Max=10.5639, Min=1.0000, lter=57.00, Diferr=0.0000

9.attels (virpulu sadalijums) 10.att€ls (temperattras sadalijums)

4. Metala dalinu Kkiidras slanos matematisko modelésanu[14,16,24].

Modelgjot 3 kiidras slanus tika pétita metalu Ca un Fe koncentracija kiidras slanos,
risinot 3-D robezprobléemu difuzijas vienadojumam ar gabaliem konstantiem koeficientiem
katra slani. Izveidota diferencu shéma DS-2 , ievérojot periodiskos nosacijumus fikséta
virziena, tiek lietoti ciklisko matricu algoritmi, kas vienkarSo aprékinus. Skaitliskie rezultati
tiek salidzinati ar eksperimentiem. Agrak autoru H.Kalis, E.Teirumnieks, E. Teirumnieka,
I.Kangro darba ,,Proc. of the 7-th int. scientific practical conference "Environment.
Technology. Resources. ”,Rezekne higher education institution, June, 2009, pp. 249-253)

tika modeleti 2 kiidras slani.
Metala difuzijas process kiidra ir apskatits 3D paralelskaldn1
Q={(X,y,2):0<x< 1,0<y<L,0< z<Z}.

Apgabals Q sastav no N slaniem. Tiek moduléta stacionara 3D difiizijas probléma ar
gabaliem-konstantiem difuizijas koeficientiem Dy ,Dy ,D, katra slani

Qi={(x,y,2): x < (O,), ye (O,L),z ¢ (Zi1.zi),i=1,...,N},
kur Hi=z; —z;.; ir slana augstums, zo =0, zy =Z.

Jaatrod ir koncentracijas ¢ j =C; (X,y,Z) sadalijums katra slani Q; ,risinot sekojosu
robezproblému parcialajam diferencialvienadojumam (PDV)- difuzijas vienadojumam:

(Bzci azci azci
Dix —-+Db, —-+D, —*-=0
oX oy 0z
0 c, 0 c, . .
Ci=Ci+1, D, ——=D,,,, ——.Jaz=z, i=1,...,N-1;
oz oz
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0 ¢;(0,y,2) o0 c.(l,y,z)
oxX

, periodiskie nosacijumi x-virziena,

Cj (O,y,Z):Ci (l,y,Z) )

0 ¢, (x,0,z) 0 c,/(x,L,z)
oy ay

= 0, simetrijas nosacijumi y- virziena,

0 ¢, (x,y,0)
oz

=0,c,(x,y,Z2)=C_(x,y)

kur C, (x,y) ir dots concentracijas sadalijums.

Problému 3 slanos (N=3, skat. 11. att.) risina ar A. Buika izstradato konservativo viduvésanas
un DS-2 metodém, reducgjot 3D problému uz 2D PDV sistému ar cikliskajam matricam x-
virziena. Diflizijas koeficientu attiecibu nosaka no 1D difuzijas vienadojuma z-virziena
analitiska atrisinajuma,vadoties no eksperimentalajiem mérijjumiem kuidras starpslanos. 12.att.
redzams koncentracijas sadalijums z- virziena, pargjie rezultati darba [16].

C Gy Goncentration c=c(z),012=0.0010, D22=0.0005

H, 07

04
Ly Lo
o %

symetrical

periodical

conditions conditions

11. attéls ( 3 kudras slanu shéma) 12. attels (koncentracija z-virziena

3 fiks€tos punktos)
5. Magnétizéta izstiepta piliena un diega kustibas modeléSana rotéjosa

magnétiskaja lauka [9,10,11,18,19,26,29]

Augligas Sadarbibas rezultata ar fizikas prof. A.Ceberu ir publicéti 3 raksti [9,18,19]
starptautiski citeéjamos (SI) Zurnalos un iesniegts public€Sanai raksts[29] par ferromagnétisku
dalinu — izstieptu pilienu kustibu argja rotgjosa magnétiska lauka ,izejot no piliena dinamikas
un liekuma vienadojumiem. Procesu apraksta nelineari 2D paraboliska tipa parcialie
diferencialvienadojumi, kurus risina skaitliski ar taiSnu metodes palidzibu, aizstajot otras vai
ceturtas kartas atvasinajumus péc telpiska mainiga ar 2. kartas aproksimacijas galigajam
diferencém. Vienadojumiem ar otras kartas atvasinajumiem tiek veidotas DS-2, PSDS un
parasto diferencialvienadojumu sistémas laika t ar vienadojumu skaitu 100 — 200, kuras tiek
realizetas ar datorprogrammu MATLAB.
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5.1. Izstiepta feromagnétiska piliena kustibas modeléSana aréja rotéjosa magnétiska

lauka[10,19,29]

Izstiepta piliena kustibu ar&ja rot€josa magnétiska lauka apraksta nelinears
paraboliska tipa vienadojums ar zimju mainigu difuzijas koeficientu (skat. 13.att. kur
difuzijas koeficients F’ ir funkcijas F atvasinajums). Ta ka $1 koeficienta vértibas ir vietam
vienadas ar nulli (un pat negativas), tad 1idz ar to veidojas I&cienveidigs atrisindgjums. So
atrisinajumu vargja iegiit modific€jot vienadojumu ar papildus ievestu regularizacijas
saskaitamo, kas satur augstakas kartas parcialos atvasinajumus. Regularizaciju izdevas iegiit
ar1 aizvietojot nemonotono zimju mainoSo diftizijas koeficientu F’ ar modific€tu pozetivu
funkciju (skat.14. att.) Lietojot PSDS un MATLAB solveru ,,odel5s” izdevas aprékinat So
problému arf tieSi bez regularizacijas. Rezultatos tiek zimétas dazadas magnétisko pilienu
konfiguracijas un formas ( S-veida, 8-veida un spiralveida).

Izstiepta piliena kustibu apraksta $ads bezdimensionals diferencialvienadojums

2 5

0 0
cF(B) -6 —
ol a1’ ot

op
— + ar
ot

kur F(B)=\1/Bm B + sin(2 B$ ir nelineara funkcija ( 13. att.), B(1,t) ir fazes nobide ar lenki, ko
veido lokala pieskare piliena centra linijai ar abcisas asi, o ir lenkiska frekvence, 1 ir laika
méroga koeficients, & ir mazs koeficients (ap 10), Bm ir magnétiskais Bonda skaitlis,

| ir loka garums, 0 <I <L, t — laiks, 0<t < t;.

Regularizacijas loceklis ar € ir pievienots no fizikaliem apsvérumiem. Funkcija F() nav
monotona, ja Bm >0.5. Vienadojumu pavada robeznosacijumi

8% B(0,t) _ 8 B (L,1) e

p0.1) = B(L,1) = 2
ol

un sakuma nosacijumi B (X,0) = B,(X)  kur g,(x) ir dota funkcija ( parasti s, (x) = 0
- sakuma piliena forma ir taisna).

Ja € =0, tad iegilistam nekorektu problému. Talak apskatisim pilienu ar garumu L=2.
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The function F,.Bm = 1.500

5 41
F]
4 3 uy u,
w3 N
2 FI
14 u, U,
o : i 0 T
] 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7
p u
13. att€ls (funkcija F) 14. attels (modificeta funkcija F)

Piliena formu iegist, integrgjot sekojosus vienadojumus
dx dy .
— = cos( B), — = —sin( B).
di dl

Integracijas konstantes nosaka no nosacijuma, ka piliena masas centrs paliek nekustigs.

Stacionaro atrisinajumu B.(1) nosaka ar robeznosacijumiem

B.(0) = g.(2) = 0 no transcendentala vienadojuma forma F (4, (1)) = 0.51(2 - Ner .
Maksimalo vértibu g iegiistam no vienadojuma F (4, ) = 0.50r . Atrisinagjums g(l,t) > 0 ir

simetrisks attieciba pret I=1.Lenkis B ka funkcija no loka garuma | ir partraukta , ja ot >2
F(Bo) , kur Bo irvienadojuma F'(f )=0 sakne (funkcijas F maksimala vertiba ). Vértiba
We=( 1)y =2 F(Po ) definé kritisko frekvenci. 15. un 16. att€los ir redzams stacionarais
atrisinajums ar 3 I&écieniem (ot=15) un ar 1 l&cienu (o1=5).

Function beta(l) Function beta(l)
o N /\
8 -
74
6+ 24
B 5 B
44
34 14
24
14
0 -‘I T T T T 0 _| T T T T
0,0 0,5 1.0 1.5 20 0,0 0,5 1.0 L5 2,0

15. attéls ( stacionarais atr. ®t=15)  16. att€ls (stacionarais atr. ®t=5)
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Modificéta funkcija F (14. att.) ir monotona ar ierobezotu atvasinajumu

0 <F'(B) < 2+1/Bm un vienadojuma ar €=0 atrisinajumam ir spéka apriorie novert§jumi un
tas pieder Soboleva telpai w, (0,2) katrai fiksétai laika vienibai t.

Dota probléma tiek risinata ar datorprogrammu Matlab , lietojot laika taiSpu metodi un telpa
galigo diferencu metodes, aproksimé&jot telpiskos atvasinajumus ar centralajam diferencém ar
otro aproksimacijas kartu (DS-2).

. oy I
Mgs apskatam telpa vienmérigu rezgi i

Iegiistam diskréto probléemu sakuma vértibas problémas N-1 parasto diferencialvienadojumu
sisttmas forma

du (1)
dt

(E+e B)

+ AF(U®) =G, U(0)= Uo,

kur E ir vienibas matrica, A ir standarta N-1 —as kartas 3-diagonala matrica ar elementiem 1/

2

h 2{-1;2;-1}, kura aproksimg 2. kartas atvasinajumu -

2 )
|

B=A*A ir N-1 —as kartas 5-diagonala matrica ar elementiem 1/ h* {1;-4; 6; -4;1}, kura
aproksimé 4. kartas atvasinajumu 7,
0

U(t), U0, F(U), G ir N-1-as kartas vektori — kolonas ar elementiem
uj(t) = B(lj, 1), £ (w) = Fui(t)), gj= o7, j=1,...,N-1.
Diferencialvienadojumus var pierakstit forma

du (1)
dt

= (E+e¢ B)! (G - A F(U(Y)).

Veidojot preciza spektra diferenéu shému (PSDS ) matricas A un A ir aizvietotas ar to
spektralo reprezentaciju WDW un WD? W, kur W=W™" ir simetriska ortogonala matrica ar
elementiem w;y = \2/N sin (n j k/N), j, k= 1,..., N-1 un diagonala matrica D satur skaita

: . o° - .
N-1 diferenciala operatora - o Ipasvértibas di = (nk/2)? ( parastai diferendu shemai dy =
0

4/h? sin® (0.5 wk/N)).
Skaitliskie rezultati tika iegtiti ar Matlab, ja Bm=1.5, 1=5;8;15, t f=3;5;6,

£=0; 10™ . Laika moments t; ir tas laiks kad nestacionarais atrisinajums jau ir nokonverggjis
uz stacionaro atrisinajumu. Augot frekvencei piliens vairak pienem spiralveida formu. 17. un
18. attéla redzama atrisinajuma un piliena formas dinamika laika, ja e= 10, @t=15.
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Beta dynamics,wt= 15,Bm=1.500,eps=1.00e-005 Dynamic of droplet,Bm=1.50,wt=15.00,eps=1.00e-005

i o[- -tz — - —t=00

3| - -t=048 0.5 - - —t=048

Y ——t=118 —t=1.18

bl Rl =2 ] 04 = =1=5.83

1

v

o - nM w5 o o N @ ©

0 05 1 18 2 -1 -05 0 08 1

17.attéls (B dinamika) 18.att€ls (formas dinamika)
Darba [29] tick model&ta histerézes paradiba, kas rodas mainot lauka frekvenci.

5.2. Feromagnétiska elastiga diega (stiena) kustibas modeléSana aréja rotéjosa
magnétiska lauka, izmantojot dinamikas un liekuma vienadojumus [9,11,18]

ar q’(L,t) . Izmantojot

. .o . . . I ,
Apzim@sim funkcija q(1l,t) parcialo atvasinajumu LICDE | Y

ar(l,t)

speka un momenta izteiksmes elastiga stiena atruma v(l,t)= vienadojumu 2D diega

Sk&luma var pierakstit forma
v=-Agr -Mn'+ (at),

kur r=(x,y,0) 2D vektora koordinates, t, n ir elastiga diega centra linijas pieskares un
normales vektori,

t=(x, y,0), n=(-y, x',0),
r @ ir 4.tas kartas parcialais atvasinajums péc telpas mainiga |,
A =A-15A, K&, K=K(l,t) ir centra linijas liekumes,
A=A (l,t) ir LagranzZa rizinataji ,
A irizliekuma modulis,
¢ ir hidrodinamiskais pretestibas koeficients,
M ir disipativais spéka moments uz 1 diega garuma vienibu .

Lai atrisinatu diega dinamikas 3D vienadojumus ievedam N+1 punktu vienmerigu
rezgi Iy ar soli h loka mainigajam 1. No diega neizstiepSanas nosacijuma seko ierobezojums
vienadojuma forma gy =(ry+1 -k )2 =h? k=1,...,N.

Ievedot N * 2(N+1) kartas Jakobi matricu J ar elementiem %9 seko, ka J.v=0.
or.

]
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Lietojot projekcijas operatoru P=E-JT (JJ )'J, (E ir vienibas matrica) més diskretizéjam
dinamikas vienadojumus ar centralajam diferencém bez

saskaitama (A t)' N+1 parasto diferencialvienadojumu sistémas forma, kuru skaitliski risina
ar Matlab pie dazadam magnetoelastiga skaitla Cm=M L? /A, vértibam [9].

19. att. redzama formu dinamika , ja Cm=300.

t=0.072 t=0.096
0.2 0.2

0 : = 0
T <O

-0.2 -0.2
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
x X
t=0.192 t=0.288
0.2 0.2
-0.2 -0.2
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
x X
t=0.284 t=0.480
0.2 0.2
- P | &=
-0.2 -0.2
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
x X

19. attels (formu dinamika, Cm=300, t < 0.49)

Nelielam Cm veértibam veidojas S-tipa diega formas, kuras rot€ ap smaguma centru
pielikta momenta virziena. Lielam Cm veértibam veidojas pie brivo diega galiem cilpas ( 19.
att.), kuras stacionara gadijjuma rote pielikta speéka momenta virziena.

Talak apskatisim magnétiska diega Iiknes iek$&jo dinamiku, izejot no liekuma
vienadojumiem . Speka vektoram F ir spgka sekojosa izteiksme F=-Ag r'" -Mn + A t.

No Frené vienadojumiem t'=-K n, n'=K t un izteiksmém

t=r',nt=0, nn=1,v=vyn+v;t, (Vy, V; ir normala un tangenciala atruma komponentes )
ieglistam liekuma vienadojumu sekojosa forma

oK (1, 1)
at

= -(Vp " +KZ vp) +v; K

To parveidojot, iegiistam
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oK (1,1) _ 'K (1,1)

- +K2)(Ao (K"+0.5 K3 - AK ) + K'(A' -MK)
ot

G

No diega neizstiep$anas nosacijuma forma

Vi'=-Ag KK"-05A K+ A KZ, ieglistam vienadojumu
A"-MK'+ Ag (KK"+0.5 K% - A K*=0

un diega liekuma vienadojums pienem formu

oK (1,1)
ot

¢ =-Ag(KP+35K°K"+3K (K)?+K% +2A K® +3 AK+A K",

Parveidojot vienadojumus bezdimensionala forma iegist 2 parcialo vienadojumu sisteému:

&:'K‘l -35 K2 K'-3K (Ku)Z_ K5 2 A K3 +3 A'K'+ A K",
ot

A"-Cm K'+K(K"+0.5 K% - A K?=0.

Ja diega abi gali 1=0, I=1 ir brivi ieglistam robeznosacijumus :
K(0,t)=A (0,H)=K(1,t)=A (1,t)=0, K'(0,t)=K'(1,t)= Cm.

Ja tikai viens gals 1=0 ir brivs, tad K(0,t)= A (0,t)=0, K'(0,t)= Cm,
K'(1,t)= A'(1,t)=K"(1,t)=0.

Diega formu iegiist no Frené vienadojumiem
x"'=Ky'y"=-Kx"

Stacionaram atrisinajumam x=x(1), y=y(I) sakuma nosacijums pie I=0 (fiks&ts gals)
ir x(0)=y(0)=0, y’(0)=0, x’(0)=1. Lai salidzinatu diega dinamiku p&c abam metodém Sos
nosactjumus fikseta laika izveélas no rezultatiem, kas iegiti tiesi integr&jot kustibas
vienadojumus. legiiti labi sakritosi rezultati (skat. 20.att.,.kur pie Cm=50 ar nepartrauktam
Iinijam ir att€lotas formas , ka iegiitas integréjot tiesi kustibas vienadojumus, bet ar raustitam
formas , kas iegiitas no lieckuma vienadojumiem). 21. att€la ir paraditi stacionarie atrisinajumi
, kas ir iegtti pie Cm=9,19,29,39,49,59. Aprékinos ar Matlab tiek lietots diskretizacijai telpa
vienméerigais rezgis lj=(j-1)h, h=1/N, j=1,..., N+1 un speciala galigo diferen¢u sheéma
Lagranza reizinataju aproksimacijai [9].
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Dynamic of the filament,Cm= 50.00,Tb= 0.06,p= 50
05 Configuratione of flament.Cm=6,19,28,38 49,59, marker points = 101
1

-05 -0.2
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0.7 -0.6 -05 -04 -03 -0z -0.1

20. attéls 21. attéls

6. Nelinearas siltuma plismas modelé$ana [7]

Darba [7] apskatits nelinears siltuma vadiSanas vienadojums, kas rodas modelgjot
»eksplodgjosas, spradzienveida,, (angliski ,,blow-up”) disipativas 1D un 2D siltuma pliismas
starp 2 koaksialiem cilindriem. Sadas pliismas intensivi tika pétitas no 1970.-1990.g.
akadémika A.Samarska un vina skolnieku darbos, piem. gramata ” ”Eksplozija” kvazilinearu
paraboliska tipa vienadojumu problémas”1987.g krievu val.. M&s apskatam 2D problému
divu slanu videé starp 2 koaksialiem cilindriem. Lietojot taiSnu metodi, DS un PSDS ar
cikliskajam matricam jaukta veida problému reduc€ uz sakuma vértibu problému nelinearai
parasto diferencialvienadojumu siste€mai, kuru iterativi risina skaitliski lai iegiitu stacionaros
atrisinajumus. 1D jaukta veida problému polarajas koordinates pieraksta sadi:

au(r,t b ou’(rt
(r.t) = (Ar (r.t )+auﬂ(r,t),re[ro,R],t>0,
ot ror or

u(ro ,t)=U(R,1)=0, u(r,0)=uo(r),

kur 6 >0, >0, A>0, a >0 ir konstanti parametri, ug (r) >0 ir dota funkcija.Ja vide nav
homogena, bet sastav no vairakiem slaniem radiusa r virziena, tad koeficienti A, a var biit
dazadi. Darba H.Kalis I.Kangro, A.Gedroics, 1JPAM, vol. 71, Nr. 1, 2009, 575-592 tiek
risinata §1 probléma viena slant Dekarta koordinatés. Darba [7] polarajas koordinat€s ar
radialo simetriju homogeéna un 2-slanu vidé iegiiti teorétiski novertejumi, kad atrisinajums
klust stacionars, izztidoSs vai ,,eksplod&joss ,,, t.i. galiga laika momenta tiecas uz bezgalibu.

2D apgabalam { (r,9,2): ro<r<R, 0 < <2 m}kas satur termiski vado$u materialu ar
konstantu temperatiiru u=0 uz cilindru virsmam, slanaina vide iegistam jaukta veida
problému temperatiirai u=u(r,@ ,t) > 0, kas apmierina nelinearu siltuma vadiSanas
vienadojumu:

ou
—— = AAg(u) +af (u), re[r,,R],t>0,0 €[0,27],
ot

kur katra slani parametri A, a ir gabaliem konstanti, uz slanu robezam ir spéka nepartrauktibas
nosacijumi, A ir Laplasa operators polarajas koordinatgs,

nelinearas pakapju funkciju forma ir g(u)=u®", f(u)= u’.
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Diskréta gadijuma 2 slanos ( A3 =100, 2,=1, ry=0.2, R=1, r; =0.6- slanu robeza), lietojot Gausa
izslégSanas (faktorizacijas) metodi ar cikliskam matricam, ieglistam stacionaro atrisinajumu
(22. att.), ja 0=3, p=4, a=py = 59.2001 ( ir Laplasa operatora 2 slanos ar radialo simetriju 1.
ipasvertiba ) un ,,spradzienveida” atrisinajumu (23.att.), ja =3, =5, a=500, kas lokali tiecas
uz bezgalibu punkta r=0.75 fikseta laika momenta t= 32.44097 (attela redzami 2 laika
momenti T1=32.44095 un T2=32.44096, kuri sava starpa maz atskiras, bet temperatira

mainas loti strauji).
Teoréetiski un skaitliski darba ir paradits, ka
1) B <o+, tad atrisinajums laika tiecas uz nulli visiem a>0,
2) B =o+1, a<py, tad arT atrisinajums laika tiecas uz nulli; a = p; , tad iegiist stacionaro

atrisinajumu atskirigu no nulles; a > py, tad atrisinajums laika tiecas globali visa intervala uz
bezgalibu fikséta laika momenta,

3) B > o+1, tad pietiekami lielam a vertibam atrisinajums tiecas fikséta laika momenta lokali

uz bezgalibu, t.i. veidojas ,,spradzienveida” atrisinajums.

beta=4.0,sigma=3.0,a=59.200,T1 = 1.000000, T2 =10.000000
0186

beta=5.0,slgma=3.0,a=500.000,T1 = 32.440950, T2 =32.440960
7
0.14 . IS 3
o o
012 o o
5 o 0
o o
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0.04 *  SolU(x.T1) e i
o SolU(xT2) e, ke
0.02P
0.2 0.3 0.4 0.5 0.8 0.7 08 0.9
x

22. attéls (0=3, p=4)

23.attels(c=3, p=5)

7. MHD plismu modelésana [3,22,27,30,32]

Maisot dazadus elektribas vadoSus nesaspiezamus Skidrumus magnétiskaja lauka ,
piem&ram izkausétu $kidru metalu, svarigi ir ieprieks tehnologiskos lietojumos uzzinat ta
struktiiru, virpulu rasanos vai izzuSanu atkariba no parametriem.

Darba [3] tads skidrums atrodas starp 2 koaksialiem bezgaligiem cilindriem, kuru
virsmas var rotét. lekartai tiek pievadits dazada veida (homogens, radials, aksials, dipolars )
argjais magnétiskais lauks. Procesu apraksta t.s. bezindukcijas tuvinajums, kad inducéta
magnétiska lauka izmainas neievéro. Magnetohidrodinamiska (MHD) pliisma, ko cilindriska
apgabala Skérsgriezuma induce argjais magnétiskais lauks tiek aprékinata ar galigo diferencu
metodi, lietojot ciklisko matricu izskaitloSanas algoritmus.

Argjais magnétiskais lauks veido radialas F; (r,e) un azimutalas
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Fe (r,9) Lorentca speka vektora F komponentes. Speka F vektora rotora aksiala komponente
izsauc Skidruma kustibu ar atruma vektora V radialo V, (r,¢) un aksialo

V, (r,9) komponentem ( 24. att. ar homogeno magnétisko lauku) , kuru var aprakstit ar
stacionariem Navjé-Stoksa vienadojumiem gredzena (r,¢): ro <r<R.

No 2D Lorenca spéka vektora F=J X B magnétiska lauka ar indukcijas vektora
komponenteém B; (r,¢),B, (r,p) var iegit, ka

Fr: -0 B(P(Vr B(p - V(P Br+Ez), Fq): (o) Br(Vr Bq) = V(p Br +Ez),

kur E;=const ir elektriska lauka E azimutala komponente, J= 0(E + V XB) stravas blivuma
vektors, kur§ nosakas no Oma likuma, O ir elektribas vadamiba.

Cilindra virsmas r=R un r=ro_ rotg ar atrumu V, =ro Qo un V,=R Q1 , kur Qq, Q1 ir atbilstosie
lenka atrumi.

Izsl&dzot spiedienu no Navjé-Stoksa vienadojumiem un ievedot stravas funkciju y ar
sakaribam

o))

; 0 . _ . .o . . iy e 4.
V,=r LoV Vo= - v iegiist 4. kartas bezdimensionalo parcialo diferencialvienadojumu
) or

rtJ(Ay,y ) =Re* A? y-S T,

kur f speka F rotora aksiala komponente ,
Jir 2 funkciju jakobianis, A - Laplasa operators polarajas koordinates,

Re=Up R/v - Reinoldsa skaitlis, S= ¢ Bo? R/ (p Up) - Stjuarta skaitlis ( Ug, Bp atruma un
magnétiskas indukcijas raksturigie lielumi, v- kinematiska viskozitate, p- skidruma blivums).
Lietojot galigo diferencu un apaksgjas relaksacijas metodes, izskaitlojot atklati biharmonisko
operatoru ar faktorizacijas (Gausa izslégSanas) metodi iegtti skaitliskie rezultati atkariba no
magnétiska lauka veida un parametriem Re un S. 25.att. redzams virpulu sadalijums starp
cilindriem homogena magnétiska lauka, ja rp=0.2, R=1, Re=100,5=10,

Qo =5,Q1 =-1 un ieksgjais cilindrs ir paramagnétikis ar bezgaligi lielu relativo permabilitati.
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Max=0.0000, Min=-0.0710, lter= 94, Diferr=0.0000,c0=-0.0000,5=10,0M0= 5,0M1=-1

-0.01

-0.03

-0.04

-0.05

-0.06

24 attels (iekartas shema) 25. attels ( cilindri griezas pret&ji)

Darba [30] tiek model&ta bezgaligi daudz periodiski novietotu kvadratisku cilindru
2D aptecéSana ar viskozu elektrovadosu nesaspiezamu Skidrumu homogena magnétiska lauka.
Tiek apskatiti 2 dazadi cilindru novietojumi: paral€las rindas un 2 dazadas parbiditas paralélas
rindas. Ieverojot periodiskuma un simetrijas nosacijumus aprékinos tiek izvéleta 1 sekcija no
2D apgabala, kas satur 2 cilindrus (26. un 27. att.)

S PIHIRRER

Extdrnal_mlagnketicl field

26.attels (paral€las rindas) 27.attéls (2 dazadas paral€las rindas)

Argjais 2D bezdimensionalais magnétiskais lauks saturr 2 indukcijas vektora komponentes:

Byx=cos(a), By=sin(a), kur a ir lenkis starp Ox- asi un indukcijas vektoru. Tiek apskatiti
vairaki magnétiska lauka veidi: paraléls Ox -asij(a=0), transversals(o=m/2) un slips(a=n/4 vai
a=37/4). Magnétiskais lauks veido Lorenca spéka F divas komponentes

FX: -0 Bx(VX By - Vy Bx+Ez),Fy: () Bx(VX By - Vy Bx+Ez)

kur E; =const irelektriska lauka E aksiala komponente, Vy, Vyir atruma vektora V
komponentes. Vektora rot F z- komponente izsauc Skidruma kustibu, kuru apraksta Navjé-
Stoksa vienadojumi Dekarta koordinates.
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Ievedot stravas funkciju y un izslédzot spiedienu iegiistam 2 vienadojumu sistému
0=J(y.0) +ReT AL+S £ L=~ Ay,

kur f ir vektora rot F z- komponente, J —jakobianis, {- virpulu funkcija .

Lietojot galigo diferencu un apaksgjas relaksacijas metodes aprékinu rezultati atkariba no
Reinoldsa Re, Stjuarta S skaitliem un homogena lauka virziena ir doti darba [30] kopa ar
daudziem atteliem.

8. Elektronu pliismas modelésana Ziratrona [ 12,20,21].

Vairaku autoru iesniegtajos darbos tiek pétita un skaitliski model&ta nelineara
kompleksa Srédingera tipa parcialo diferencialvienadojumu sistéma, kas apraksta vienas vai
vairakas elektronu RF lauka amplitiidu svarstibu modas f (x,t) ziratrona un transversalo
orbitalo momentu p(x,t) atkariba no laika t un no x segmenta [0,L]. Darbs [20] tiek veidots
ka parskata raksts par vairaku gadu p&tijumiem programma EIRATOM un par p&dgjiem
sasniegumiem $aja virziena.

Mgs analiz&jam divas Zziratrona rezonatora versijas: jauna (p&c 2008.g.) un veca.
Augstas frekvences RF lauka amplitiidas f(X,t) rezonatora un elektronu transversala orbitas
momentu p(x,t,0 )ar parametru 0 (0< 0 < 2m) var aprakstit ar kompleksu
diferencialvienadojumu sist€ému ( jauna versija):

P4 (A +pf-1-gb) p=ifi(t,x),
oX

2

o f

2
X

i(1+9) Z—‘t +(1+0.5(5 +gc) )gd F =(1+5)(1+gc)’ ) I <p>,

kur 1 ir imaginara vieniba , 0<x< L, t > 0 ir aksiala un laika koordinates,L. —interaktiva lauka
garums, A, 8, 0 - realas konstantes, I — stravas stiprums , gb(X),gc(x),gd(x) — dotas realas
telpas mainiga x funkcijas, <p> videjota (integrala) péc 6 mainiga p veériba.

Sistému pavada sakuma nosacijumi p(t,0,0)=exp(i0),f(0,x)=fo(x),

of (Lt) _

oX

un robeznosactjumi f(0,t)=0, iy f(t,L),

kur fo(x) ir dota kompleksa funkcija, y ir pozetivs parameters.

Ziratrona vecajai versijai gb=bc=gd=0.
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Izradijas ka aproksimacija telpa ar centralam diferencém (DS-2) un laika ar aizklato
diferencu shému ir nestabila Ziratrona jaunajai versijai , jo atrisinajums samazinot laika soli
kluva oscilgjoss ka laika ta ar telpa (O.Dumbraja skaitliskie eksperimenti 2010. g.). Lai
uzzinatu $o atrisinajumu atbilstibu fizikai tika lietota taiSnu metode, reducgjot parcialos
diferencialvienadojumus laika uz parasto diferencialvienadojumu sistému un tos risinot ar
Matlab solveriem, kur laika solis tiek izvel€ts automatiski péc uzdotas precizitates. Skaitliskie
aprekini paradija, kas stacionara atrisinajuma f svarstibas telpa tieSam ir (28.att.), bet laika tas
nav (skat. pargjos rezultatus darba [21]).

Stationary sol.absf(x).N= 623,L=113.74
0.07 T T T
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28.attels (stacionarais atr. f)
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